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Rappels sur les fonctions logarithme népérien, exponentielle, puissance, sinus,
cosinus et tangente

Madame Mammez

Avant de parler de fonctions de références, rappelons deux théorémes importants concernant
les limites de fonctions.

Théoréme 1. (encadrement de la limite) Soit I un intervalle de R de la forme I =]a,b| avec
a<b,a € RU{—oc0} etb e RU{+o0}. Soient f, g et h trois fonctions définies sur I et a valeurs
dans R. Soit s € I U {a,b}. Soit | € R. Alors :

1. 8i, pour tout x € I, f(z) < g(x) et lim g(z) = —oo alors lim f(x) = —oc.
r—Ss r—Ss
2. Si, pour tout x € I, h(z) < f(x) et liin h(z) = 400 alors liLn f(z) = +o0.
r—rS T—rS
3. Si, pour tout x € I, h(z) < f(x) < g(x) et lim h(x) = lim g(z) =1 alors lim f(z) = 1.
r—s r—Ss Tr—S

sin(x)

Exemple On pose f(x) = pour z € R*. Calculons lir_{} f(z). On sait que pour tout
Tr—r+00

; 1
x réel on a —1 < sin(x) < 1. Ainsi, pour tout z > 0, on a —+ < sin@) < 1 Op lim —- =
T z T r—+oo I
1

lim — = 0. Ainsi, par encadrement lim f(z)=0.
r—+o00 I T—r+00

Théoréme 2. (limite et monotonie) Soit I un intervalle de R de la forme I =|a,b] avec
a<b,a€RU{—o0} etbe RU{+0o0}. Soient f, g et h trois fonctions définies sur I et a valeurs
dans R. Soient I et I' des éléments de R U {—o0,+oo}. Alors :

1. Si f est croissante sur I alors f admet une limite | en a™ et une limite I’ en b~. De plus,
pour tout x € I, on al < f(x) <.

2. Si f est décroissante sur I alors f admet une limite | en a* et une limite I’ en b~. De
plus, pour tout x € I, on al> f(z) > 1.

Exemple Voir la démonstration de HI_P In(z) = 4o0.

1 Fonction logarithme népérien

Définition 3. L’unique fonction f définie sur R% a valeurs dans R, dérivable sur RY telle
que

fy =0

est appelée fonction logarithme népérien et est notée In.

{f’(x) = 1 pour tout x>0

Proposition 4. La fonction logarithme népérien est strictement croissante sur R’



Démonstration. La fonction In est dérivable sur R% est In'(z) = % pour tout = > 0. Ainsi
In’(z) > 0 pour tout = > 0. La fonction In est donc strictement croissante sur R¥ . O

Proposition 5. Soient a et b deux réels strictement positifs, n et p deux entiers naturels non
nuls. On a les propriétés suivantes :

S o o =

In(ab) = In(a) + In(b)

In(1) = —In(a)

In(%) = In(a) — In(b)

In(a™) = nln(a)

In(av) = 1n7(1a) ot aw est la racine n-iéme de a.
In(a®) = £ In(a)

Démonstration. Soient a et b deux réels strictement positifs, n et p deux entiers naturels non

nuls.
1.

On définit la fonction f par f(x) = In(ab) pour tout = > 0. La fonction f est dérivable sur
R% et on a f'(x) = % pour tout x > 0. Ainsi les fonctions f’ et In’ sont égales. Il existe
dont un réel r tel que pour tout x > 0 on ait In(zb) = f(x) = In(z) + r. En particulier on
aln(b) = f(1) =In(1) + r = r. Ainsi In(ab) = In(a) + In(b).

2. 0=1In(1) =In(a x 1) =In(a) + In(). Donc In(%) = —In(a).
3. In(¢) =In(a x 1) =1In(a) + In(3) = In(a) — In(b).

4. Le résultat est vrai si n = 1. On suppose qu’il existe un certain rang n > 1 tel que

In(a™) = nln(a). On a alors In(a"*!) =In(a x a" 1) = In(a) + In(a") = In(a) + nln(a) =
(n+ 1)1In(a). Par récurrence, le résultat est vrai.
1

5. In(a) = In((a=)") = nln(a=). Donc In(aw) = %
6. In(ax) = In((a=)?) = pln(aw) = £ In(a).
O
Proposition 6. On a les propriétés suivantes :
. : . In(z) . .
lim In(z) = 400, lim In(z) =—0c0, lim =0, lim z—In(z)=+o0, lim zln(z)=0
T— 400 r—0+ r—+o00 I T—+00 r—0+
Démonstration. 1. La fonction logarithme est strictement croissante sur R% . Donc, par le

théoréme de limite et monotonie, la fonction In admet des limites [ € RU{—o0} en 07 et
" € RU{+00} en +o0. De plus pour tout € R* , on a !l <In(x) < I’. En particulier, pour
tout entier relatif n € Z, on a  <1In(2") <’. Or In(2") = nIn(2). Ainsi pour tout entier
relatif n € Z, on a !l < nln(2) <1’. On sait que In(2) > 0. Donc ngrfoonln(Z) = +o0 et

lim nln(2) = —oco. Donc I = —oco et I’ = 400, d’ol les deux premiéres limites.
n——oo
On considere la fonction
£ Ry — R
’ x +— In(z) —Va

La fonction f est dérivable sur son ensemble de définition et, pour tout = > 0, on a :

L1 12—z
N




Pour x > 0 le signe de f/(z) est donné par celui de 2 — /z et on obtient que f’(x) < 0 ssi
x > 4. Ainsi, f est strictement décroissante sur [4, +oo[. Ona f(4) = In(4)—2 = 2In(2)—2.
Donc f(4) < 0. Ainsi, pour tout = > 4, on In(z) < /() et donc @ < % Pour = > 4,

1 1 1
M < —. Or lim —— = 0. Par encadrement de la limite on a :

on a alors 0 <
- T Gz z—+o0 /T

lim M =0
r—+o0 X
1
3. Soit « > 0. On a z — In(z) = z(1 — @) On a montré que hrf n(z) = 0. Donc
r—+o0o I
lim 2z —In(z) = +oo.
r—+00
In(2 1
4. Soit > 0. On pose y = 1. On a alors zIn(z) = ﬁ = —M. Ainsi
Y Y
1
lim zln(x) = lim — a(y) =0.
rz—0t Y—+00 Yy
O
Représentation graphique de la fonction In.
Y —y=In(2)
2 1
It x |
2 4 6 8 10
_9 |

2 Fonction exponentielle

Définition 7. Soit f l'unique fonction définie sur R a valeurs dans R’ telle que pour tout
x € R, le réel f(x) soit lunique réel strictement positif tel que In(f(x)) = x. Cette fonction est
appelée fonction exponentielle et est notée exp.

Notation : Le réel strictement positif exp(1) est noté e. On a e ~ 2, 718.
Proposition 8. La fonction exponentielle est strictement croissante sur R.

Démonstration. Soient x et y deux réels tels que z < y. Montrons que exp(z) < exp(y) On sait
que z = In(exp(x)) et y = In(exp(y)). Comme z < y on a In(exp(z)) < In(exp(y)). Or la fonction
In est strictement croissante sur R* donc exp(x) < exp(y). Ainsi la fonction exponentielle est
strictement croissante sur R. O



Théoréme 9. (Admis) La fonction exponentielle est dérivable sur R et pour tout réel x on
a exp’(x) = exp(x).

Notation : Soit « € R, le réel exp(z) est simplement noté e®.

Proposition 10. Soient a et b deux réels, n et p deux entiers naturels non nuls. On a les
propriétés suivantes :

1

2
3
4.
5
6

=1

. ettt = eagd
et = e—l,,
ea—b — %

(ea)n — ena

i (ea)fn — efna

Démonstration. Soient a et b deux réels, n et p deux entiers naturels non nuls.

1.

On a In(e”) = 0 = In(1). Comme la fonction In est strictement croissante sur R* on a
forcément e® = 1.

On a a+b=In(e**?) et a+b = In(e?) + In(e®) = In(e%e?). Ainsi In(e?*?) = In(e%e?).

Comme la fonction In est strictement croissante sur R} on a forcément e? Tt = edeb,

Onal=e’ =t =ett(=H = ¢cbe=t Donc e = eib

Onae? b =et(-h) = ete=b = &

5. Le résultat est vrai si n = 1. On suppose qu’il existe un certain rang n > 1 tel que

()™ = €. On a alors (e?)"t! = (e?)"e® = e = "+, Par récurrence, le résultat
est vrai.

_ 1 1 _

6. Ona (e?) " = Gy = ena = € na,

O
Proposition 11. On a les propriétés suivantes :
em
lim e® =400, lim =0, lim — =400, lim ze® =0
Tr—r+00 T—r—00 rx——+o00 I T—r—00

Démonstration. 1. La fonction exponentielle est strictement croissante sur R. Donc, par le

théoréme de limite et monotonie, la fonction exp admet des limites [ € RU{—o00} en —co
et I’ € RU {400} en 4o0. De plus pour tout z € R, on a | < e* < !’. En particulier,

pour tout entier relatif n € Z, on a |l < e < !’. Or e > 1. Donc lirf e" = +o00. Pour
n—-+0oo

tout entier naturel n, on a e™” = 6% Ainsi lim €™ = 0. De plus, pour tout € R, on a

n——oo

e® >0doul>0. Ainsi I =0 et I’ = 400, d’ou les deux premiéres limites.
On considere la fonction

2

f RY — R
r — e¥—x

L’étude de cette fonction montre qu’elle strictement croissante sur [1, +00[. De plus f(1) =

e —1> 0. Ainsi, pour z > 1, on a % > x. Or lim z = 4o00. Par encadrement de la
ex Tr—+o0
limite lim — = 4o0.
r——4oo I



3. Soit x < 0. On a ze® = —%;. On pose y = —z. On a alors re® = = £ De plus,

eI

lim ze® = lim —ﬂ. On a montré dans le point précédent que lim = +00. Donc
T——00 y—t+oo €Y r—+oo T

lim —-~ = 0. Dol le résultat.
y—+oo eY

O
Représentation graphique de la fonction exp.
54
—y = exp()

Le graphe de la fonction exponentielle est le symétrique de celui de la fonction logarithme par
rapport a la droite d’équation y = .

Représentation graphique des fonctions In et exp.

Y — y=n(x)
RS y =X
21 ——y = exp(a)
’/ /
-3 -2 -1 1 2 3
72 |

3 Fonctions puissance
Définition 12. Soit a un réel strictement positif. On définit la fonction suivante :

L [R — R
. T — erln(a)



Notation : Soit a un réel strictement positif. Pour tout = € R, le réel strictement positif e® (@)
est simplement noté a”
Exemples

1
2

. Soit x € R. On a 2% = ¢xIn(2),

. Soit € R. On a ¢ = = n(m),

Proposition 13. Soit a un réel strictement positif. La fonction

(R — R
. T — e:pln(a)

est dérivable sur R et, pour tout © € R, on a h'(z) = In(a)h(x).

Démonstration. La fonction h est la composée de fonctions dérivables sur R. O

Définition 14. Soit a un réel. On définie la fonction g swivant par :

i { B R
a - T — t9/,aln(z):$a

Cette fonction est appelée fonction puissance.

Exemples

1
2

. Sia =0, la fonction g, est la fonction constante égale a 1.

. Sia=n avec n € N*, alors pour tout x € R, on a g,(z) = go(z) =2 % --- x x.
n fois
Si a = —n avec n € N*, alors pour tout € R%, on a g,(v) = g_n(z) = ﬁ =
I — |

()"

=)

Si a =+ avec n € N*, alors pour tout # € R%, on a go(x) = g1 (x) est la racine n-iéme
de .

Soient v une fonction définie sur un sous-ensemble D de R & valeurs dans R’} et v une
fonction définie D & valeurs dans R. Pour tout € D on a : u(x)"(® = ev(@) n(u(@)),

Proposition 15. Soit a un réel. La fonction

i { B R
a - T — ealn(m):xa

est dérivable sur R et, pour tout x € RY, on a :

g/(l') — gealn(m) — la ealn(r) — aealn(r)e— In(z) _ ae(a—l)ln(:c) — axa—l.
x eln(@)

Proposition 16. Soient a et b deux réels tels que a >0 et b>1. On a :

) b* . In(x)
lim — = +o0 et lim =
z—+oo % z—+o0 9

In(x)

1 1
Exercice : Calculer lim z7.Soitz >0.Onax* =e = .Or lim n(z) =0et lime* =1.

Ainsi,

r—+00 r——+00 €T x—0

. 1
lim z= =1.
r——+o0



4 Fonctions cosinus, sinus et tangente

Définition 17. Soit D C R tel que pour tout x € D on ait aussi —x € D. Soit f une fonction
définie sur D d valeurs dans R.

1. On dit que | est paire si, pour tout x € D, on a f(—x) = f(x). (Dans ce cas le graphe de
[ est symétrique par rapport & laze des ordonnées.)

2. On dit que f est impaire si, pour tout x € D, on a f(—x) = —f(x). (Dans ce cas le graphe
de f est symélrique par rapport a lorigine.)

Définition 18. Soient T' € R et D C R tel que pour tout x € D et tout k € Z, on ait aussi
x4+ kT € D. Soit f une fonction définie sur D a valeurs dans R. On dit que f est T-périodique
st, pour tout x € D et tout k € Z, on a f(x+ kT) = f(x).

Définition 19. On munit le plan d’un repére orthonormé (0,0j,O—J}), Soit 6 € [0,2n].
Soit dg la demi-droite d’origine O telle pour tout point P de dg différent de lorigine on ait

TOP = frad. On appelle C le cercle de centre O est de rayon 1. Soit M le point d’intersection
entre C et dg. Notons (xpr,ynr) les cordonnées du point M. On pose cos(8) = xpr et sin(f) = yas.

dg -
J /
0)F--=
-1 O] cos(9) |1
-1
Définition 20. 1. Soit f la fonction définie sur R d valeurs dans [—1,1], paire, 27-

périodique telle que, pour tout 6 € [0,2x[, on ait f(0) = cos(8). La fonction f est appelée
fonction cosinus est et notée cos.

2. Soit g la fonction définie sur R d valeurs dans [—1,1], impaire, 2mw-périodique telle que,
pour tout 0 € [0,2x], on ait g(f) = sin(f). La fonction g est appelée fonction sinus est et
notée sin.

Proposition 21. (Admis) Les fonctions cosinus et sinus sont dérivables sur R et pour tout
xz € R on asin’(z) = cos(z) et cos’(x) = —sin(x).

Proposition 22. (Admis) Soit x € R. On a :

1. cos?(x) +sin?(x) = 1.
2. cos(z + ) = — cos(z).
3. cos(m — x) = —cos(z).
4. cos(§ — x) = sin(z).
5. sin(z + 7) = —sin(x).
6. sin(m — ) = sin(x).



7. sin(f§ — x) = cos(x).

On rappelle que, par définition, pour tout réel x et tout entier relatif k, on a :
1. cos(—x) = cos(z).

2. cos(z + 2km) = cos(x).

3. sin(—z) = —sin(x).

4. sin(z + 2k7) = sin(x).

Représentation graphique des fonctions sin et cos.

1 —y = cos(z)
—— y = sin(x)

Définition 23. On appelle fonction tangente et note tan la fonction définie de la fagon
suivante :

sin(x)
z cos(x)

{ R\{Z+kmkecZ} — R
tan :

Proposition 24. (Interprétation graphique) On munit le plan d’un repére orthonormé (O, 07, (7]})
Soit 0 € [0,2x]. Soit dg la demi-droite d’origine O telle pour tout point P de dy différent de l’ori-
gine on ait TOP = frad. On appelle C le cercle de centre O est de rayon 1. Soit M le point
d’intersection entre C et dg. On note A la droite d’équation x = 1. Soit N le point d’intersection
entre A et dg. On note (xn,yn) les coordonnées de N. On a xy =1 et tan(f) = yn.



sin(6)
tan(f) =
w(6) cos(6)
J
n(0)
-1 (0]
-1
Proposition 25. 1. La fonction tangente est impaire.

2. La fonction tangente est w-périodique.
3. La fonction tangente est dérivable sur D = R\ {5 4+ kn,k € Z} et, pour tout x € D, on
a :tan’(z) = 1+ tan?(x) = COS%(w).

Démonstration. On pose D =R\ {5 + kn, k € Z}.

1. Soit z € D. On a : tan(—z) = 22%:?) = —Z:)I;((i)) = — tan(z).

2. Soient z € D et k € Z. Alors, d’apres les propriétés du sinus et du cosinus :
(a) sik est pair alors sin(xz + kw) = sin(z) et cos(x + km) = cos(x).
(b) si k est impair alors sin(x + k7) = —sin(z) et cos(x + kr) = — cos(x).

P sin(z+km sin(z
Ainsi : tan(z + k7) = Cosiwikw)) = Cosix)) = tan(x).

3. La fonction tangente est le quotient de deux fonctions dérivables sur D dont le dénomi-
nateur ne s’annule pas sur D. Soit z € D. On a

fan () = sin’(x) cos(z) — sin(z) cos’(z) _ cos?(x) + sin?(x) _ 1 1+ tan2(z).
cos?(x) cos?(x) cos?(x)
O
Proposition 26. On a lim tan(z) = —oco et lim tan(z) = 4oo.
x—>—g+ m—)%_
Démonstration. On sait que tan(z) = 222 lim sin(z) = -1 lim cos(z) =0T, lim sin(z) =
cos(x) z——5+ z—>—3 x5~

let lim cos(z)=0". O
T35



Représentation graphique de la fonction tan.
10 %

Y

10

10

—y = tan(z)



