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Résumé xi

Deux exemples d’algebres de Hopf d’extraction-contraction: mots tassés et diagrammes de
dissection

Résumé

Ce manuscrit est consacré a 1’étude de la combinatoire de deux algebres de Hopf d’extraction-contraction.
La premiere est ’algebre de Hopf de mots tassés WMat introduite par Duchamp, Hoang-Nghia et Tanasa
dont l'objectif était la construction d’'un modele de coproduit d’extraction-contraction pour les mots
tassés. Nous explicitons certains sous-objets ou objets quotients ainsi que des applications vers d’autres
algébres de Hopf. Ainsi, nous considérons une algeébre de permutations dont le dual gradué possede
un coproduit de déconcaténation par blocs et un produit de double battage décalé. Le double battage
engendre la commutativité de 'algebre qui est donc distincte de celle de Malvenuto et Reutenauer. Nous
introduisons également une algebre de Hopf engendrée par les mots tassés de la forme x; ... x1. Elle est
isomorphe a 'algébre de Hopf des fonctions symétriques non commutatives. Son dual gradué est donc
isomorphe a l’algebre de Hopf des fonctions quasi-symétriques. Nous considérons également une algebre
de Hopf de compositions et donnons son interprétation en termes de coproduit semi-direct d’algebres de
Hopf.

Le deuxieme objet d’étude est ’algebre de Hopf de diagrammes de dissection Hp introduite par Dupont
en théorie des nombres. Nous cherchons des éléments de réponse concernant la nature de sa cogebre
sous-jacente. Est-elle colibre ? La dimension des éléments primitifs de degré 3 ne permet pas de conclure.
Le cas du degré 5 permet d’établir la non-coliberté dans le cas ou le parametre de Hp vaut —1. Nous
étudions également la structure pré-Lie du dual gradué 7—[%. Nous réduisons le champ de recherche a
la sous-algebre pré-Lie non triviale engendrée par le diagramme de dissection de degré 1. Cette algebre
pré-Lie n’est pas libre.

Mots clés : Algebres de Hopf combinatoires, permutations, mots tassés, produit de battage, coproduit
semi-direct, fonctions quasi-symétriques, diagrammes de dissection, coliberté, algebres pré-Lie, al-
gebres enveloppantes

Two examples of Hopf algebras with a selection-quotient coproduct: packed words and
dissection diagrams

Abstract

This thesis deals with the study of combinatorics of two Hopf algebras. The first one is the packed
words Hopf algebra WMat introduced by Duchamp, Hoang-Nghia, and Tanasa who wanted to build a
coalgebra model for packed words by using a selection-quotient process. We describe certain sub-objects or
quotient objects as well as maps to other Hopf algebras. We consider first a Hopf algebra of permutations.
Its graded dual has a block deconcatenation coproduct and double shuffle product. The double shuffle
product is commutative so the Hopf algebra is different from the Malvenuto and Reutenauer one. We
analyse then the Hopf algebra generated by packed words looking like 7 ...x;. This Hopf algebra and
non commutative symmetric functions are isomorphic. So its graded dual and quasi-symmetric functions
are isomorphic too. Finally we consider a Hopf algebra of compositions an give its interpretation in terms
of a semi-direct coproduct structure.

The second object we study is the Hopf algebra of dissection diagrams Hp introduced by Dupont in
number theory. We study the cofreedom problem. We can’t conclude with homogenous primitive elements
of degree 3. With the degree 5 case, we can say that Hp is not cofree with the parameter —1. We study
the pre-Lie algebra structure of Hp’s graded dual too. We consider in particular the sub-pre-Lie algebra
generated by the dissection diagram of degree 1. It is not a free pre-Lie algebra.

Keywords: Combinatorial Hopf algebras, permutations, packed words, shuffle product, semi-direct co-
product, quasi-symmetric functions, dissection diagrams, cofreedom, pre-Lie algebras, enveloping
algebras

Laboratoire de Mathématiques Pures et Appliquées Joseph Liouville
Maison de la Recherche Blaise Pascal — 50, rue Ferdinand Buisson — CS 80699 — 62228
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Introduction

Une algebre de Hopf est un espace vectoriel muni d’une structure de bigebre, i.e. d’algebre
associative unitaire et de cogebre coassociative counitaire compatibles entre elles, et possédant
un antipode, 7.e. un inverse pour 'identité en considérant le produit de convolution des endomor-
phismes de H. Cette structure intervient dans de nombreux domaines tels que la renormalisation
en théorie des champs quantiques [17] 8], I’étude des fonctions quasi-symétriques [40, 60, 61, 38,
20}, 19|, Panalyse différentielle [42, 41].

Mais, en réalité, d’ou viennent-elles 7 Quelles étapes importantes ont mené au formalisme de
sa définition ?

Il me semble primordial de commencer par des éléments de réponse a ces deux questions.
Les intéréts y sont tout trouvés : satisfaire une curiosité historique et se rappeler qu'une notion
ne se définit jamais de fagon formelle et théorique au premier essai. Elle apparait en filigrane et
grandit petit a petit grace aux différentes contributions.

Le bref historique qui va suivre est tiré de 'article intitulé « The beginnings of the theory of
Hopf algebras » et écrit en 2009 par Andruskiewitsch et Ferrer Santos.

La fondation de la théorie est attribuée a Heinz Hopf, mathématicien allemand du 20° siecle
(on peut trouver une biographie dans [74, |36]). Il en pose les premiers jalons en topologie al-
gébrique [47] en 1941 lors de I’étude de I’homologie des groupes de Lie compacts. L’expression
« algebre de Hopf » apparait pour la premiere fois en 1953 dans l'introduction d’un article de
Borel [7] ou lauteur étudie la cohomologie des espaces fibrés principaux et des espaces homo-
genes. Borel y donne également une définition d’algebre de Hopf mais elle ne fait mention ni de
la coassociativité du coproduit ni de I'existence de 'antipode.

Au séminaire « Sophus Lie » de 'année 1955-1956, dans son deuxiéme exposé [12], Cartier
donne une définition abstraite d’une algebre de Hopf sous le nom d’hyperalgebre (cette dé-
nomination a été suggérée par Dieudonné). En fait, la définition d’hyperalgebre selon Cartier
correspond a la définition actuelle d’une bigébre graduée connexe cocommutative. Il ne fait pas
d’explicite référence a 'antipode mais, avec le caractére gradué connexe, ceci est automatique.

Pour Milnor et Moore, une algeébre de Hopf est une bigebre graduée. En 1965, dans la
section 5 de [68], ils énoncent et démontrent le théoreme de structure maintenant connu sous
le nom de théoreme de Cartier-Quillen-Milnor-Moore liant, en caractéristique 0, les algebres de
Hopf graduées, connexes et cocommutatives avec 1’algebre enveloppante de 1’algebre de Lie des
éléments primitifs.

A partir de 1966, le formalisme se stabilise. Kostant [49] définit le produit de convolution
des endomorphismes et ’existence de I’antipode devient un des axiomes des algebres de Hopf.
On a alors la notion d’algebre de Hopf dans sa version actuelle et ainsi utilisée par Sweedler,
Abe, Montgomery [87, (L, [71].

Cette these s’inscrit dans le cadre de la théorie des algebres de Hopf par le biais de la combi-
natoire algébrique. Elle consiste en ’étude de deux algebres de Hopf d’extraction-contraction :
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celles des mots tassés de Duchamp, Hoang-Nghia et Tanasa [21] et celle des diagrammes de
dissection de Dupont [23]. Ce manuscrit se divise en trois chapitres.

Le premier chapitre est consacré a quelques généralités. Nous commencons par rappeler la
définition d’algebre de Hopf, de sous-algebre de Hopf, de quotient et de morphisme d’algebres de
Hopf. Viennent ensuite quelques rappels sur la notion d’algébre enveloppante et le théoréme de
Cartier-Quillen-Milnor-Moore. Puis, nous nous attardons sur quelques exemples d’algebres de
Hopf classiques. Tout d’abord, nous présentons ’algebre de Hopf des arbres enracinés de Connes
et Kreimer Hck [17] provenant de la théorie des champs quantiques. Nous considérons par la
suite ’algebre de Hopf des fonctions quasi-symétriques QSym [40| 60] introduite par Gessel et
étudiée par Malvenuto. Elle provient de I’étude des P-partitions. Les fonctions symétriques sont
présentées comme sous-objet de QSym. Elle sera vue comme algebre de coordonnées du groupe
des séries formelles de constante égale & 1 dans le chapitre |3 Nous nous intéressons également a
I’algebre de Hopf des fonctions symétriques non commutatives NSym introduite par Gelfand,
Krob, Lascoux, Leclerc, Retakh et Thibon [38]. Il s’agit du dual gradué de QSym. Le dernier
exemple est 'algebre de Hopf des fonctions quasi-symétriques libres introduite par Malvenuto
et Reutenauer [60, 61] et leur permettant de décrire ’algebre de Solomon [85], et donc NSym,
comme sous-objet. Le chapitre se termine avec la description d’un procédé de construction de
morphismes élaboré par Aguiar, Bergeron et Sottile [2].

Le deuxiéme chapitre est dédié a 1’étude de I'algebre de Hopf de mots tassés WMat intro-
duite par Duchamp, Hoang-Nghia et Tanasa [21]. Pour cela, nous commengons par considérer
WDMat a proprement parler (absence de coliberté, antipode, description de WMat en termes
de compositions ensemblistes étendues, description du dual). Nous nous intéressons ensuite a
une sous-algébre de Hopf de permutations, notée SH, dont le dual GH® est isomorphe, de
facon non triviale, a une algebre de Hopf GQ.Sym introduite par Hivert, Novelli et Thibon. Il
est également possible de définir sur SH® une structure de quadri-algébre et donc une double
structure d’algebre dendriforme. Nous introduisons par la suite, SPW, 'algebre de Hopf des
mots tassés stricts obtenue en quotientant WMat par le biidéal engendré par les mots contenant
la lettre xg. L’étude se porte plus particulierement sur sa sous-algebre de Hopf ISPW des mots

tassés stricts croissants engendrée par les classes des mots de la forme z1...z1 %+ xx1...27.
—— ——
n1 fois ny fois

Son caractére cocommutatif pousse a se tourner vers ses éléments primitifs. Nous en décrivons
quelques familles. Nous montrons ensuite le caractere isomorphique entre ISPW et 'algebre
de Hopf NSym des fonctions symétriques non commutatives. Une algebre de Hopf quotient de
compositions étendues notée C, est introduite. Elle est obtenue en associant a un mot tassé w le
sup(w)-uplet des fréquences d’apparition des lettres xg, =1, .. ., Tsup(w)- Elle n’est pas cocommu-
tative mais est liée & ISPW. Cela permet d’établir des conditions sur ses éléments primitifs. Il
est également possible d’exprimer C. comme un coproduit semi-direct d’algebres de Hopf. Cette
construction met a jour une coaction permettant par la suite de définir deux actions de groupes.
Nous terminons ce chapitre par la construction d'un isomorphisme explicite entre ISPW® et
QSym (conduisant a deux isomorphismes explicites inverses 'un de l'autres entre ISPW et
NSym et & Pexpression d’éléments primitifs dans NSym) ainsi que par la construction de
quelques morphismes d’algebres de Hopf entre WMat et QSym selon le procédé explicité par
Aguiar, Bergeron et Sottile et rappelé dans le chapitre

Le troisiéme chapitre concerne 1’étude de ’algebre de Hopf Hp des diagrammes de dissection
de Dupont [23] dont nous rappelons la définition. Les échelles forment une sous-algebre de
Hopf isomorphe a celle des fonctions symétriques vue comme algebre de coordonnées du groupe
des séries formelles de constante égale a 1. Les corolles constituent la version en termes de
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diagrammes de dissection de ’algebre de Hopf de Faa di Bruno. L’antipode de Hp est explicitée.
Nous nous intéressons ensuite a I’étude de la coliberté de Hp. Les éléments primitifs de degré 3 ne
permettent pas de conclure. Il est néanmoins possible de déterminer la non coliberté de ’algebre
de Hopf Hp lorsque son parametre vaut —1. Nous conjecturons la coliberté de Hp sauf pour
un ensemble dénombrable de parametres. L’algebre de Hopf ”H% est connexe et cocommutative
donc isomorphe a ’algebre enveloppante de ses éléments primitifs. Ceux-ci peuvent étre munis
d’une structure pré-Lie. Ceci pousse a considérer la structure de Oudom et Guin de ’H%. Grace a
I’unique morphisme d’algebres de Hopf , défini sur 'algebre de Grossman et Larson, a valeurs
dans Hp, envoyant ’arbre de degré 1 sur le diagramme de dissection de degré 1 et respectant les
structures pré-Lie, nous obtenons une sous-algebre pré-Lie non triviale et non libre. Nous nous
intéressons également au noyau non trivial de ¢ et conjecturons qu’il est engendré par les foréts
enracinées possédant au moins un sommet a au moins trois descendants. Le chapitre se termine
par la construction de morphismes définis sur Hp et a valeurs dans QSym grace au procédé de
Aguiar, Bergeron et Sottile.
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Chapitre

Algebres de Hopf combinatoires

L’objectif de ce chapitre est de tout d’abord rappeler la notion d’algebre de Hopf dans son
formalisme actuel (c.f. [87, |1, |71} 48, [80]). Dans un deuxiéme temps, nous nous intéresserons a
quelques algebres de Hopf de référence, a savoir celle des arbres enracinés de Connes et Krei-
mer, celle des fonctions quasi-symétriques, celle des fonctions symétriques, celle des fonctions
quasi-symétriques libres et celle des fonctions symétriques non commutatives. Nous terminerons
avec la présentation d’un procédé établi par Aguiar, Bergeron et Sottile montrant les fonctions
quasi-symétriques QSym, munies d’un caractere particulier (g, comme objet terminal dans la
catégorie des algebres de Hopf combinatoires et permettant ainsi de construire des morphismes
a valeurs dans QSym.

1.1 Définition d’une algebre de Hopf

Pour respecter la cohérence avec les travaux qui vont suivre, considérons un corps K de
caractéristique nulle.

1.1.1 Algebres et cogebres

Définition 1. Une algébre est un triplet (A, m,n) ou A est un espace vectoriel muni de deux
applications linéaires, un produit m : A A — A et une unité n : K — A, vérifiant les deux
propriétés suivantes.

1. Le produit m est associatif i.e. mo(m®Id) = mo(Id®@m) ce qui se traduit en diagramme

commutatif par :
m®Id

AARA—ARA.
Id®ml J/m
ARA— = A

2. L’axiome d’unité est satisfait i.e. mo(n®Id) = mo(Id®mn) ce qui se traduit en diagramme

commutatif par :

Id Id
KoAZ L Ao A< AK.

b

A



6 CHAPITRE 1. Algebres de Hopf combinatoires

Exemple. Soit V' un espace vectoriel. On pose T(V) = % V@, Par commodité, un
n=0
élément 11 @---Qu, € V®" est simplement noté vy . .. v,. On définit le produit de concaténation
m par :
- TV)yT(V) — T(V)
) v QWL ws = V.. UQWT . W

Munie de ce produit T(V') est une algebre associative appelée algebre tensorielle de V.

Définition 2. Soient (A1, my,m1) et (A, ma,n2) deux algébres. Un morphisme d’algébres
est une application linéaire f : A1 — Ao telle que fomy = moo (f® f) et fon =ne. En
termes de diagrammes commutatifs, ceci se traduit par :

A ® Aq m Aq KL Ay
f®fl lf et R lf
As @ Ay T As As

Définition 3. Une cogébre est un triplet (C,A,e) ou C est un espace vectoriel muni de deux
applications linéaires, un coproduit A : C — C ® C et une co-unité € : C — K, vérifiant les
deux propriétés suivantes.

1. Le coproduit A est coassociatif i.e. (A ® Id)o A = (Id® A) o A ce qui se traduit en

diagramme commutatif par :

c—2 -cwc .
AJ/ lA@Id

2. L’axziome de co-unité est satisfait i.e. (e®@1Id)o A =1d= (Id®ec)o A ce qui se traduit en
diagramme commutatif par :

Koc<lcgcl® cok

el

C

Exemple. On considére l’algebre tensorielle (V') d’un espace vectoriel V. Pour tout entier
naturel n, tout élément u = vy ...v, € V®" et tout sous-ensemble I = {i; < --- < iz} de [1,n]
on pose [n]\I = [1,n]\ I = {j1 < <jn-s}, ur = viy ... Vi, €t upp\1 = vj; ... vj, .. On définit
sur T(V') application A par :

u > UL @Upg
IC[1,n]

(V) — T(V)eT(V)
A —
Munie de ce coproduit, T(V') est une cogebre coassociative.

Définition 4. Soient (C1,A1,e1) (Co, Ag,e9) deux cogébres. Un morphisme de cogébres est
une application linéaire f : Cy — Cy telle que (f @ f)o Ay = Ago f et ego f=¢1. En termes
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de diagrammes commutatifs, ceci se traduit par :

C1 i>C1 ® C1 C1 LI " ¢
N
Co T2>Cz ® Cy Co

Définition 5. Soient (A, m,n) une algébre, T un sous-espace vectoriel de A, (C,A, ) une
cogébre et J un sous-espace vectoriel de C.

1. T est une sous-algébre de A sim(Z ® 1) C I et n(K) C Z.
2. J est une sous-cogébre de C si A(J) C T ®J.

3. T est un idéal bilatére de A si m(ZQA+ARIL) C L. L'espace A/Z est une algébre quotient
st et seulement si L est un idéal bilatére.

4. J est un coidéal bilatére de C si A(J) C (T RC+CRJ) ete(J)=0. L'espace C/J est
une cogebre quotient si et seulement si J est un coidéal bilatére.

Exemple. On considére 'algebre tensorielle T(V) d’un espace vectoriel V. On considére
le sous-espace vectoriel Z = (vjvy — vavy, v1,v2 € V). Clest trivialement un idéal et un coidéal.
L’espace S(V') = T(V)/Z, appelé algebre symétrique de V', peut donc étre muni d’une structure
d’algebre (produit d’union disjointe) et de cogebre.

1.1.2 Bigebres et Algebres de Hopf

Définition 6. Une bigébre est un quintuplet (H, m,n, A ¢€) tel que :
1. le triplet (H,m,n) soit une algébre,
2. le triplet (H, A, €) soit une cogébre,

3. les applications m et n soient des morphismes de cogébres ce qui est équivalent d exiger
que les applications A et € soient des morphismes d’algébres.

Exemples. Soit V un espace vectoriel. L’algebre tensorielle T(V') et I’algeébre symétrique
S(V'), munies des produits et coproduits définis précédemment, sont des bigebres.

Proposition 7. Soient (C, A, ) une cogébre et (A, m,n) une algébre. On définit sur ’espace
vectoriel hom(C, A) des morphismes linéaires de C dans A le produit de convolution suivant :

.. hom(C, A) ® hom(C, A)) — hom(C, A)
' feg = frg=mo(f@g)oA.

Le triplet (hom(C,.A),*,en) est une algébre.
Définition 8. Une algébre de Hopf est un quintuplet (H, m,n, A, €) tel que :

1. le quintuplet (H,m,n, A e) soit une bigébre,

2. Dapplication identité 1d posseéde un inverse S, appelé antipode, pour le produit de convolu-
tion * défini sur hom(H, H).
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Exemples. On considére un espace vectoriel V', son algebre tensorielle 7'(V') et son algebre
symétrique S(V'). On définit deux applications S} et Sy par :

o TV — 1w
Y'Y oo = (=)™ .0

et

LUdm s (=1)ertteng gl

s, { LS — s
U1

L’application S; (respectivement S2) est I'antipode de la bigebre T(V') (respectivement S(V)).
Les bigebres T(V') et S(V') sont donc des algebres de Hopf.

Définition 9. Soient V' un espace vectoriel, A = (A, m,n) une algébre, C = (C,A,e) une
cogébre et H = (H,m,n, A, e) une bigébre.
1. On dit que V est gradué s’il s’écrit sous la forme V = go Vi, ot pour tout entier naturel

n=
n l’espace vectoriel V,, est un sous-espace vectoriel de V de dimension finie.
2. Le dual gradué de V est le sous-espace vectoriel du dual V* de V' défini par V® = Cégo V.
n—=
3. On dit que A est graduée si l'espace A sous-jacent est gradué et si les applications m, n
sont homogénes de degré zéro.

4. On dit que C est graduée si l’espace C sous-jacent est gradué et si les applications A et €
sont homogénes de degré zéro.

5. On dit que H est graduée si elle est graduée comme algébre et comme cogébre.

6. Si H est une algébre de Hopf graduée en tant que bigébre alors H est une algébre de Hopf
graduée.

Proposition 10. Soient (A, m,n) une algébre graduée et (C,A,e) une cogébre graduée et
(H,m,n, A, e) une algébre de Hopf graduée. On note m*, n*, A* et €* les transposées respectives
dem, n, A ete.

1. Le triplet (A®, m*,n*) est une cogébre.
2. Le triplet (C®, A* &*) est une algébre.
3. Le quintuplet (H®, m*,n*, A* &*) est une algébre de Hopf.

Définition 11. Soit (H, m,n, A, e) une bigébre graduée. On dit qu’elle est connexe si Ho est
de dimension 1.

Exemples. Soit V' un espace vectoriel gradué. L’algebre de Hopf T(V) (respectivement
S(V)) est naturellement graduée par la longueur des mots (respectivement des mondmes). Elles
sont également connexes.

Proposition 12. Soit (H,m,n, A, e) une bigébre graduée connexe. L’existence de l’antipode
S est alors automatique et S est homogéne de degré zéro. Cela signifie que (H,m,n,A,e) est
une algébre de Hopf graduée conneze.

Démonstration. Ceci est démontré par Sweedler dans [87, lemme 9.2.3]. O
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Définition 13. Soient (Hi,mi1,m1,A1,e1) et (Hao, ma,n2, Ao, e2) deur algébres de Hopf gra-
duées connexes. Un morphisme d’algébres de Hopf graduées f : Hi1 — Hs homogeéne de degré 0
est une application linéaire telle que :

1. pour tout entier natureln, f|, = C (H2)n,

2. f soit un morphisme d’algébres et de cogébres i.e un morphisme de bigébres. On a alors
automatiquement f o S1 = Sy o f en notant Sy (respectivement Sy) l'antipode de Hy (res-
pectivement Hs ).

Définition 14. Soit (H,m,n, A, ) une algébre de Hopf graduée conneze et I un sous-espace
vectoriel de H.
1. T est une sous-algebre de Hopf de H si L est a la fois une sous-algébre et une sous-cogébre.

2. H/T est une algébre de Hopf quotient si T est un biidéal i.e. si L est a la fois un idéal et
un coidéal.

1.1.3 Algebre enveloppante, théoréme de Cartier-Quillen-Milnor-Moore
Définition 15. Une algébre de Lie est un couple (g,{—,—}) ot g est un espace vectoriel et
{—, =} est un un crochet de Lie i.e. un produit vérifiant :
1. la propriété d’antisymétrie. Pour tout couple (x,y) € g2, on a : {x,y} = —{y, z}.

2. la relation de Jacobi. Pour tout triplet (x,y,z) € g, on a :
{:C, {y7 Z}} + {Z7 {ZC, Z/}} + {y7 {Z7 l‘}} =0.

Exemples.

1. Soit (A, m) une algebre. On appelle crochet associé & m et on note {—, —} le produit tel
que :
{z,y} = m(z ®y) — m(y ® z) pour tout couple (z,y) € A%
L’algebre A, munie de {—, —}, est une algebre de Lie.

2. Soit (H,m,n, A, e) une algebre de Hopf. On appelle espace des primitifs de H et on note
Prim(#) le sous-espace vectoriel de H défini par

Prim(#H) = Vect (h eEH, A(h)y=h®1+1 ®h>.

L’espace des éléments primitifs est une sous-algebre de Lie de H.

Définition 16. Soit (g,{—, —}) une algébre de Lie. L’algébre enveloppante de g est l’algébre
quotient

Ug) =T(g)/(r@y —y @z —{z,9}).

Théoréme 17 (théoreme de Cartier-Quillen-Milnor-Moore). Soit (H, m,n, A, €) une algébre
de Hopf graduée, connexe et cocommutative. Elle est isomorphe a l’algébre enveloppante U(g)
ot g est l'algebre de Lie des éléments primitifs de H.

Démonstration. Ce théoréme est prouvé par Milnor et Moore dans [68, section 5]. O

Remarque. Le théoréeme ci-dessus a également été démontré par Cartier [12][11, théoréme
3.8.1]. Une version de ce théoréme en caractéristique p a été prouvée par Quillen [79].
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1.2 Quelques algebres de Hopf classiques

Dans cette section, nous présenterons quelques exemples d’algebres de Hopf. Il s’agit de
modeles classiques en combinatoire algébrique. Elles apparaitront également dans les chapitres
suivants.

1.2.1 Algebre de Hopf commutative de Connes et Kreimer

L’algebre de Hopf des foréts enracinées Hck que nous présentons a été introduite par Diir
[24, chapitre 1 paragraphe 2 et chapitre 4 paragraphe 3] dans le cadre de la théorie des algebres
d’incidence. Schmitt [83], qui classifie les algebres de Hopf d’incidence, reprend cet exemple et
prouve que son dual gradué (déja présenté dans [24, chapitre 4 paragraphe 3]) et 'algebre de
Hopf de Grossman et Larson [42] (voir chapitre |3 section sont isomorphes [83) section
16]. Connes et Kreimer réintroduisent Hck dans |17, section 2] comme outil pour la renorma-
lisation en théorie des champs quantiques. En effet, les diagrammes de Feynman représentent
les interactions entre les particules et indexent des intégrales mal définies responsables de la
divergence ultraviolette. L’objectif de la renormalisation est de contrebalancer cette divergence
ultraviolette et nécessite la compréhension combinatoire des diagrammes de Feynman. Il est
possible de munir ces diagrammes d’une structure d’algebre de Hopf |50, section 3]. Dans [17,
section 2], Connes et Kreimer décrivent cette structure en terme d’arbres enracinés gradués par
le nombre de sommets. Broadhurst et Kreimer [8, section 5 et table 3] donnent les dimensions
des espaces d’éléments primitifs de degré n € N*. Moerdijk [69, section 3] donne une construc-
tion d’algebre de Hopf sur les opérades de Hopf. L’algebre de Hopf de Connes et Kreimer en
est un cas particulier |69, exemple 3.6]. Le dual gradué H%K de Hck est, par le théoreme de
Cartier-Quillen-Milnor-Moore, isomorphe a l’algebre enveloppante de ses primitifs. Il est égale-
ment isomorphe a l’algeébre de Hopf de Grossman et Larson [42, 76, 45]. Foissy [31},|32] introduit
et étudie une version non commutative et décorée de I'algebre de Hopf de Connes et Kreimer.
Cette algebre de Hopf est libre, colibre, autoduale. Il montre qu’elle est isomorphe a I’algebre de
Hopf de Loday et Ronco [59] en utilisant la notion d’algebre dendriforme introduite dans [57].
Holtkamp [46] donne une autre démonstration de ce résultat en version non décorée.

On rappelle ici la définition de l'algebre de Hopf commutative de Connes et Kreimer [17].
Pour cela on suit [26].

Définition 18. 1. Un arbre enraciné est un couple t = (G, x), oi G est un arbre, c’est-a-
dire un graphe fini, conneze, sans cycle, et x est un sommet de G. Le sommet x est appelé
racine de l’arbre enraciné t. L’ensemble des classes d’isomorphie des arbres enracinés est
noté Tr ; l'ensemble des classes d’isomorphie des arbres enracinés a n sommets est noté

TRn-

2. Soit t un arbre enraciné. On appelle degré de t le nombre de sommets qu’il posséde.

Exemples. Représentons les arbres enracinés de degré inférieur ou égal a 4. Par convention,
on représentera toujours un arbre enraciné avec une racine dessinée « en bas ».

Tr1={-}, Trz ={1},

T ={ V.1, TMZ{W,MY,%}.



1.2. Quelques algebres de Hopf classiques 11

Définition 19. 1. Une forét enracinée F est une union disjointe d’arbres enracinés. La
forét vide sera notée 1 ou ().

2. Le degré d’une forét enracinée est la somme des degrés des arbres enracinés qui la com-
posent. On notera Fgr l’ensemble des foréts enracinées et Fr,, l’ensemble des foréts enra-
cinées de degré n.

Exemples. Représentons les foréts enracinées de degré compris entre 1 et 4.
]:Rlz{‘}? fRQZ{Ia"}a

J—“Rg:{v,i,:.,...}, J-“R4_{\V, K/ Y% , V.,i.,::,z..,....}.

Le produit est donné par la multiplication des foréts ; 'unité est la forét vide 1. Nous consi-
dérons donc l'algebre K[Tr| des polyndmes en les indéterminées les éléments de Tgy.

Afin de pouvoir expliciter le coproduit, commencons par rappeler la notion de coupe et de
coupe admissible.

Définition 20. Soit t un arbre enraciné.

1. Une coupe de t est un choix non vide c d’arétes de t. La forét obtenue en 6tant ces arétes
est notée WE(t). Si ¢ contient toutes les arétes de t alors ¢ est appelée coupe totale.

2. Une coupe c est dite admissible si elle est différente de la coupe totale et si tout trajet
de la racine a une feuille de t rencontre au plus une aréte coupée. Si ¢ est admissible,
la composante de W€(t) contenant la racine de t est notée R°(t). Le produit des autres
composantes de WE(t) est noté P¢(t). L’ensemble des coupes admissibles de t est noté

Adm(t).

Exemple. Pour 'arbre t = K/ ,ona:

owee ¥ ¥ K KL

Admissible? oui oui oui non oui oul non

We(t) % SRR VAR U SENE ORI S

Re(t) v box L1 x

TABLEAU 1.1 — Coupes vs coupes admissibles.

Définition 21. On définit le coproduit A : K[Tr] — K[Tr] @ K[Tr] de la facon suivante.
Soit t un arbre.
At)=t®1+1®t+ Y  Pt)® Rt).
c€Adm(t)

1l est étendu aux foréts enracinées en morphisme d’algébres.
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Exemple. Déterminons la valeur du coproduit en ¢t = K/ .

A(K/):K/®1+1®K/+:®:+.®V+.®i+z.®.+..®z.

Théoréme 22. On note Hck algébre K[Tr] munie de l'union disjointe et du coproduit A.
C’est une algébre de Hopf appelée algébre de Hopf commutative de Connes et Kreimer.

1.2.2 Fonctions quasi-symétriques, fonctions symétriques et fonctions symé-
triques non commutatives

Considérons l’algebre de Hopf des fonctions quasi-symétriques QSym [40] définie comme sur-
algebre des fonctions symétriques, I’algebre de Hopf des fonctions symétriques non commutatives
NSym, introduite dans [3§] et étudiée dans |51} 22,52, 53|20, |19], le dual gradué de QSym ainsi
que lalgebre de Hopf des fonctions quasi-symétriques libres (ou algebre de Hopf de Malvenuto
et Reutenauer) [60, 61] librement engendrée par les permutations, colibre et autoduale.

L’algebre des fonctions quasi-symétriques, notée QSym, a été introduite par Gessel [40] suite
au développement de la théorie des P-partitions par Stanley [86]. Malvenuto et Reutenauer [60),
chapitre 4] [61] étudient la structure d’algebre de Hopf de QSym. Ils explicitent 'antipode
|60, chapitre 4, corollaire 4.20] [61, corollaire 2.3] également déterminée par Ehrenborg [25,
section 3, proposition 3.4]. Malvenuto et Reutenauer s’intéressent également au dual gradué
QSym® de QSym. En effet, les auteurs définissent les fonctions quasi-symétriques libres [60,
chapitre 5, section 5.2] [61, section 3], les munissent de deux structures d’algebres de Hopf
isomorphes et duales, expriment l'algebre ¥ des descentes de Solomon [85, |37] comme sous-
algebre de Hopf et montrent que X et le dual gradué de QSym sont isomorphes |60, chapitre
5, théoréme 5.18] [61, théoréme 3.3]. Une réalisation polynomiale notée FQSym de I'algebre de
Hopf de Malvenuto et Reutenauer est donnée dans [20,|19]. Nous utiliserons la notation FQSym
pour la suite. Duchamp, Hivert et Thibon donnent une autre démonstration de I'autodualité
des fonctions quasi-symétriques libres [20, section 3.2, corollaire 3.5] (sachant qu’une troisiéme
preuve est donnée par Foissy |29, section 1, corollaire 6]). Les auteurs s’intéressent également
a ses éléments primitifs et émettent la conjecture qu'’ils forment une algebre de Lie libre [20,
section 3.4, conjecture 3.8]. Cette conjecture est résolue par Foissy [27, section 4, corollaire 40]
en exprimant FQSym en termes d’algebre de Hopf de Connes et Kreimer décorée grace a sa
structure bidendriforme. Loday et Ronco [59] définissent une algebre de Hopf d’arbres binaires
plans comme sous-algebre de FQSym. Poirier et Reutenauer 77, section 3] utilisent les deux
structures d’algebre de Hopf des fonctions quasi-symétriques libres pour définir deux algebres
de Hopf sur le Z-module ayant les tableaux de Young standard pour base.

Fonctions quasi-symétriques

Rappelons la construction de QSym détaillée dans |60, |61]. On consideére Y = {y; < y2 <
...} un ensemble infini, dénombrable et totalement ordonné d’indéterminées commutant deux &
deux. On pose K[[Y]] l'algebre des séries formelles sur Y. On considere dans K[[Y]] le sous-espace
vectoriel

QSym = Vect <M(a1,.‘.,ak) = Z vty k€ NT (. a) € (N*)k>.

Yiq <"'<yik
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L’espace QSym est une sous-algebre de K][[Y]] pour le produit habituel des séries formelles.
Dans le cas de QSym il s’écrit comme un produit de battage contractant.

Exemple. Considérons les éléments M) et M(3). On a :

MyMg) = (Z yz) (Z yjz) Zyzyj +Zyjyz+ Zyz M1y + M2y + M3).

1EN* JEN* i<J j<i 1€EN*

Le coproduit de déconcaténation A fait de QSym une cogebre colibre compatible avec la
structure d’algébre. Ainsi, QSym est une algebre de Hopf.

Exemples. Considérons les éléments M) et M3 ; 3). Donnons leur coproduit.

A(M(l)) :M(l) RKI+1I® M(l)v
A(Ma13)) =M213) @ 1+ Mgy @ My 3y + Mg1) @ Mz) +1® My 3).

Fonctions symétriques

On rappelle la définition de la sous-algebre de Hopf des fonctions symétriques. On note
Comp(n,a) 'ensemble des compositions de n issues de la partition & = (o > -+ > ;). On

pose :
S(aly'"7ak) = Z Mlg'
BeComp(n,a)

On note Part(n) ’ensemble des partitions de n et ’on considere le sous-espace vectoriel Sym

de QSym défini par :

Sym = P (Sym)n = @ Vect(Sa, a € Part(n),n € N*).
neN neN

Il est appelé espace vectoriel des fonctions symétriques.

Exemples. On considére les partitions (1,1), (2,1) et (2,1,1). On a alors :

S, =M ),
S =M + M),
Se1,1) =M@ 1,2+ M) + Mo

Proposition 23. Les fonctions symétriques Sym forment une sous-algébre de Hopf de
QSym.

Remarques.

1. Cette description des fonctions symétriques est utilisée dans la section 2| du chapitre [2]
ainsi que dans la section [3.3.1] du chapitre [3]

2. 1l existe d’autres descriptions de 'algebre des fonctions symétriques. Nous rappellerons et
utiliserons sa description d’algebre de Hopf de coordonnées d’un groupe dans la section

[3:1:2| du chapitre [3]
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Fonctions symétriques non commutatives

Rappelons les opérations de 'algébre de Hopf des fonctions symétriques non-commutatives
NSym. Pour cela, dualisons celles de QSym. Notons (M;':n)nEN* la base duale de la base
(Man)nen+ de QSym. Les fonctions symétriques non commutatives sont librement engendrées
par la famille (M) )nen-

Par dualité, le produit de NSym est donné par la concaténation des compositions.

*

Exemple. Considérons les éléments M, (1,3,2,2,1) et M (*471, e Leur produit vaut :

*

* _Ag*
M 32210 M0y = M1 322,14,1,0)

Pour déterminer le coproduit de NSym, il suffit de connaitre sa valeur pour les éléments de
la famille (M) en+. Soit donc n un entier naturel non nul. La valeur de A(M})) est donnée

par :
n—1

A(Myy) = Miy @ 1+10 M, + > My ® M, .
s=1

Exemples. Considérons les éléments M (*3) et M (*1 9 €t calculons leur coproduit réduit.

A(My)) =My © My + My @ M),
(M1 9)) =My © M) + M) © My + M 1) @ My + My @ M ).

Fonctions quasi-symétriques libres : algéebre de Hopf de Malvenuto et Reutenauer

Rappelons la définition de ’algebre de Hopf de Malvenuto et Reutenauer que I'on notera
FQSym. On considére sa version en termes de produit de battage décalé et de déconcaté-
nation décalée. On rappelle que les permutations forment une base de FQSym. On la note
(Fs)oe, nen+ ol 0 est écrit sous forme d’'un mot i.e. 0 = o(1)...0(n). Le produit de FQSym
est défini par le morphisme suivant :

_ FQSym ® FQSym — FQSym
L
F71®F72 = F = TILWTS

T1LWT2

ou (71, 72) est un couple de &,,, x &,,,, le mot 73 est donné par 75 = (n1 +72(1)) ... (n1 +m2(n2)),
la permutation 7 est donnée par la concaténation 77 et I’élément F 7 est défini par

FTlu—lﬁ = Z F71~'~7n1+n2
o€Bat(ny,n2)

avec 7; = 7 o 0~ 1(i) pour tout entier i de I'intervalle [1,n1 + na] et

Bat(ni,n2) ={0 € Gpy4ny, 0(1) <---<o(ny) et o(ny +1) < -+ <o(ny +na)}.

Exemple. Considérons les mots 12 et 21. On a :

Fio W Fyy = Fiogs + Fiaoz + Flazs + Faios + Fuizo + Fuzio.
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Le coproduit de FQSym est donné par :

FQSym — FQSym ® FQSym
- n—1
L
Fr = F®L+10F 4+ Fsura).rk) ® Fsdret1)..r(n)
k=1

ou 7 est un élément de &,, et Std(w) est le standardisé d’'un mot w donné.

Exemple. Considérons le mot 45321. On a :

A(Fus321) = Fuaszo1 © 1+ Faa91 @ Fi + Foz1 @ Fo1 + Fia ® F301 + F1 @ Fugo1r + 1 @ Fys391.

1.3 Morphismes d’algebres de Hopf a valeurs dans QSym selon
Aguiar, Bergeron et Sottile

L’objectif de cette section est de présenter un procédé de construction de morphismes établi
par Aguiar, Bergeron et Sottile dans [2]. Il permet, pour n’importe quelle algébre de Hopf graduée
connexe H, de définir un morphisme d’algebre de Hopf de H vers les fonctions quasi-symétriques.

Définition 24. Soit H = (H,m,n, A, ) une algébre de Hopf. Un caractére ¢ de H est un
morphisme d’algébres unitaires défini sur H et a valeurs dans K i.e., ((1) =1 et, pour tous les
éléments a et b de H, limage de ab par ¢ est un scalaire vérifiant ((ab) = ((a)((b).

Exemple. Considérons l'algebre de Hopf Hoxk des foréts enracinées de Connes et Kreimer
(cf. section de ce chapitre). L’application ¢, définie par :

¢ Hek — K
’ F=ti...th,eFp — 1,

est un caractére sur les foréts enracinées.
Pour employer le procédé qui va suivre, nous utiliserons la définition d’algebre de Hopf
combinatoire suivante.

Définition 25. Une algebre de Hopf combinatoire est un couple (H,() ou H est une algébre
de Hopf graduée connexe et ( est un caractere de H.

Exemple. Considérons l'algeébre de Hopf des fonctions quasi-symétriques (cf. section m
de ce chapitre). On définit I'application (g par :

QSym — K

1 sik=0ouk=1,

CQ : M(ah_wak) — {0

sinon.

Le couple (QSym, (@) est une algebre de Hopf combinatoire au sens de la définition précédente.

Définition 26. Soient (H,(y) et (H', () deux algébres de Hopf combinatoires. Une appli-
cation VU : (H,Cy) — (H', () est un morphisme d’algébres de Hopf combinatoires s’il s’agit
d’un morphisme d’algebres de Hopf homogéne de degré 0 vérifiant (3 o W = (y.
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Enongons maintenant le théoréme de construction de morphismes 4.1 de [2].

Théoréme 27. Soit (H,() une algébre de Hopf combinatoire. Il existe un unique morphisme
d’algébres de Hopf combinatoires

U:(H,¢) — (QSym, ().

Plus précisément, pour tout élément h € (H), de degré n, U(h) = 3 (o(w)My ou, pour
afEn
a=(a1,...,ak), Cu est la composée

(k—1) ®k
HAY HO% o (H)ay ® - @ (H)ap s K.

Démonstration. Ce théoréme est démontré par Aguiar, Bergeron et Sottile dans [2]. La démons-
tration présentée repose sur le fait que le dual gradué NSym de QSym est librement engendré
par la famille (M(*n))nEN* et le fait que ¢ et (g soient multiplicatifs. O

Par ce théoreme, Aguiar, Bergeron et Sottile ont montré que le couple (QSym, (g) est un
objet terminal dans la catégorie des algebres de Hopf combinatoires. Ainsi, si H est une algebre
de Hopf graduée connexe et k : H — QSym est un morphisme d’algebres de Hopf alors « est
le morphisme obtenu & partir du théoreme précédent en munissant H du caractere (g o k.

Remarque. Ce procédé de construction sera utilisé dans la section du chapitre [2| 11
permettra entre autres de fournir un isomorphisme explicite entre les fonctions quasi-symétriques
et une algebre de Hopf de mots tassés stricts croissants notée ISPW® ainsi que d’expliciter des
éléments de type groupe dans le complété de I'algebre de Hopf de mots tassés WMat introduite
par Duchamp, Hoang-Nghia et Tanasa dans [21]. Il sera également utile dans la section du
chapitre[3] Nous présenterons trois morphismes définis sur 1’algebre de Hopf Hp des diagrammes
de dissection de Dupont [23] et & valeur dans QSym. On donnera une description du premier
dans le cas ou le parametre est égal a 1. Pour les deux autres nous expliciterons 'image de
quelques familles de diagrammes.



Chapitre

Etude de I'algebre de Hopf de mots tassés
W Mat

Le procédé d’extraction-contraction est largement utilisé dans la construction de cogebres :
on peut par exemple penser a la théorie des nombres avec 'algebre de Hopf des diagrammes de
dissection introduite par Dupont dans |23, chapitre 2], a la théorie des champs quantiques avec
I'algebre de Hopf d’arbres enracinés de Connes et Kreimer [17] /18], 'algebre de Hopf des arbres de
Calaque, Ebrahimi-Fard et Manchon [10], I’algebre de Hopf des diagrammes orientés de Manchon
[64], & la théorie des champs quantiques non commutatifs [88] ou encore la théorie des modeles de
gravité quantique n-dimensionnels [67]. .. Dans leur article intitulé « A selection-quotient process
for packed word Hopf algebra » [21], Duchamp, Hoang-Nghia et Tanasa souhaitent construire un
modele d’algebre de Hopf d’extraction-contraction pour les mots tassés et introduisent 1’algebre
de Hopf WMat. Outre sa construction, ils prouvent également qu’elle est librement engendrée
par un ensemble appelé ensemble des irréductibles. Ils graduent cette nouvelle algébre en fonction
de la longueur des mots tassés, explicitent la dimension des espaces vectoriels engendrés par les
éléments d’un degré donné et calculent le nombre de mots tassés irréductibles de degré fixé.

L’objectif de ce chapitre est de mieux comprendre cette algébre de Hopf, soit dans sa glo-
balité, soit en considérant des sous-objets ou des objets quotients, ainsi que d’établir quelques
morphismes d’algebres de Hopf entre WMat et les fonctions quasi-symétriques QSym.

Pour cela, nous nous intéressons dans une premiere section au coproduit et a I'antipode de
WDMat (propositions a . La non coliberté de cette algebre de Hopf est établie et une
interprétation en termes de compositions ensemblistes étendues est donnée. Ses opérations sont
ensuite dualisées afin de déterminer celles de son dual WMat®.

Dans la deuxiéme section, 'accent est mis sur des objets associés & WMat. Nous débutons
par une algebre de Hopf de permutations cocommutative, notée &GH. Elle est a la fois un sous-
objet et un objet quotient de WMat. Son produit est toujours une concaténation décalée et son
coproduit consiste essentiellement & partitionner en deux sous-ensembles les lettres d’'un mot
w donné. Son dual GH®, de par son caractére colibre et commutatif, est isomorphe, en tant
qu’algebre de Hopf, a 'algebre GQSym introduite par Hivert, Novelli et Thibon dans [44]. La
structure d’algebre est donnée par un double battage et la structure de cogebre par une décon-
caténation décalée. En se focalisant sur I’algébre sous-jacente de GH®, il est aisé de constater
lexistence d’une structure de quadri-algebre. Une réalisation polynomiale de 'algebre GH® est
également donnée. Nous définissons ensuite une algebre de Hopf de mots tassés stricts, SPW,
comme quotient cocommutatif de WMat par le biidéal formé par les mots tassés contenant la

17
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lettre zo. Notre attention se porte plus particulierement sur sa sous-algebre de Hopf des mots
tassés stricts croissants, ISPW. Elle est librement engendrée par les classes des mots de la forme
Z1...x1 et a pour base les classes des mots tassés de la forme x1...x1% - *xx1...21. Le co-
—— N—— N——

n fois n1 fois ny fois
produit de la classe d’'un mot de la forme x1...x1%---x21...271 est obtenu en partitionnant en
——— ———

ny fois ny, fois
deux sous-ensembles les k£ mots de la forme xll ...z1. De parlc son caractere cocommutatif, ISPW
——
n; fois
s’écrit, d’apres le théoreme de Cartier-Quillen-Milnor-Moore, comme algebre enveloppante de
ses primitifs. On détermine alors 'existence d’une base particuliére pour les éléments primitifs
(proposition ainsi que quelques éléments primitifs (propositions é. L’é¢tude de ISPW®
permet d’affirmer qu’elle est isomorphe a ’algebre de Hopf des fonctions quasi-symétriques (pro-
position et donc, ISPW et ’algébre de Hopf des fonctions symétriques non commutatives
sont isomorphes (proposition . Nous introduisons par la suite une algebre de Hopf de com-
positions étendues notée C.. Elle s’obtient en identifiant chaque mot tassé w avec chaque mot
tassé w, obtenu par permutation des lettres de w. On en donne une base dont les vecteurs sont
de la forme (g, a,...,ay) ol ap est un entier naturel éventuellement nul et aq, ..., o, sont
des entiers naturels non nuls. La composition étendue (g, aq,...,ay,) représente la classe du
mot tassé wy = Tg...To*- -+ * x1...21. Ainsi, pour tout i € [0,n], I'entier a; correspond a la
———— —_———
oy fois oy fois

fréquence d’apparition |wq/s,, de la lettre x4, dans le mot w,. Le produit de deux compositions
étendues est obtenu par somme des fréquences d’apparition de la lettre xg et concaténation des
fréquences des autres lettres. Le coproduit est obtenu a partir de A(w,) dans WMat. L’étude
des deux opérations de C. montre qu’elle est munie d’une structure de coproduit semi-direct
d’algebres de Hopf (propositions a. Cette structure permet de mettre a jour deux actions
de groupes (propositions [62] et . On considére ensuite les éléments primitifs de C,. Ils sont liés
a ceux de ISPW. Ceci fait 'objet des propositions [66a[72] La section se clot par un diagramme
récapitulatif liant SPW, ISPW et C..

Dans la derniére section, trois isomorphismes explicites (le premier entre ISPW® et QSym,
les deux suivants entre ISPW et NSym) sont donnés, des éléments primitifs de NSym sont
explicités et cinq morphismes d’algebres de Hopf entre WMat et QSym sont établis. Pour cela,
nous utilisons un procédé introduit par Aguiar, Bergeron et Sottile dans [2]. Deux morphismes
retiennent particulierement I'attention :

Us: WMat — QSym et U5: WMat — QSym.

En effet, W3 permet d’obtenir un morphisme surjectif de &H dans Sym et VU5 permet de
construire, par dualité, une famille d’éléments de type groupe dans le complété de WMat®.

Ce chapitre fait I'objet d’une publication |62] soumise.

2.1 Algebre de Hopf des mots tassés

Commencons par rappeler la construction de WMat [21] ainsi que quelques notations utiles
dans la suite du chapitre. Rappelons également ’existence d’une famille de mots tassés qui
engendrent librement ’algébre de Hopf : les irréductibles. Par la suite, 'objectif est de mettre
a jour quelques particularités de WMat. Nous explicitons alors quelques valeurs remarquables
du produit et du coproduit et établissons la non-coliberté de la cogebre associée & WMat. Une
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autre écriture des opérations de 'algebre de Hopf est proposée en regardant chaque mot tassé
comme composition ensembliste étendue de ses positions. Nous terminons par la présentation
du dual gradué de WMat que I’'on note WMat®.

2.1.1 Algebre de Hopf WMat
Notations

Soit K un corps commutatif de caractéristique 0. On considere un alphabet infini, dénom-
brable, totalement ordonné X = {xg < 21 < x2 < ...} et on note X* l’ensemble des mots
formés a partir de X.

Pour tout entier naturel n non nul, tout mot w =z, ...z, € X* et tous les entiers naturels ¢
et s, on pose :

lw| =n, \wly, =Card{s € [1,n] | ks =i},
Alph(w) ={z; | |w|s, # 0}, IAlph(w) ={i € N | |wl,, # 0},

k; ik; #0
sup(w) =sup(IAlph(w)), Ts(w) =Ty, ... Ty, OU uj = { it S% i 70,
0 sinon.
Si l'on pose IAlph(w) \ {0} = {j1 < -+ < js} (avec s le nombre de lettres distinctes de w
ki
différentes de x¢), on peut définir le mot tassé pack(w) = zp, ... xp, ol p; = {gn S% k] i)m
S1 j =

et pack(X*) = { pack(w) | w € X*}.

Exemples. pack(zszraizs) = roxsxizy et pack(xsorrrors) = x3w12022.

On définit le produit de concaténation décalée suivant :

.. pack(X™*) ® pack(X™*) — pack(X™)
’ uRv = ukv =l (V)

Exemple. ToX1X) * TX1TQT3T2 = T2T1XOXOX3XOT5T4.

On définit le coproduit d’extraction-contraction suivant :

w = Aw) = > pack(w[I]) ® pack(w[J]/w[I])

{ pack(X*) — pack(X™*)® pack(X™")
I+J={1,....|w|}

I + J désigne I'union disjointe de I et J,
wlI] = zp, ..o, 81 L= {in <o < g},
xy;, st kj, ¢ Alph(wlI]),

wlJ]/wll] = T, "'jkﬂ'\w\fz avec J = {j1 <+ <1} et Ty, = {x sinon
0 .
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Pour une meilleure lisibilité, on définit le coproduit réduit par :

A { pack(X*) \K — pack(X™) @ pack(X™)
' w o~ Aw) =Aw)-wel-1xw.

Il est coassociatif, non unitaire.

Exemples. Donnons la valeur du coproduit réduit pour les mots tassés x1xoxg et x1x977.

A(z12220) = 21 @ X120 + T1 @ T1T0 + To @ T1T2 + T122 @ To + 120 @ T1 + T1Tp @ T1

=221 ® X120 + To @ 122 + T1T2 ® T + 220120 @ T1,

A(z1z271) = 21 @ X170 + T1 @ 171 + T1 @ Tox1 + T122 ® T + 121 ® T1 + X271  Tp.

Remarque. Sil’on ne considére que les mots tassés sans répétition de lettres d’indice non
nul (par exemple z1x2x0) il n’y a, dans leur coproduit, aucune contraction. On se contente de
tasser les mots obtenus apres extraction. Dans ce cas le coproduit est cocommutatif. En revanche,
si ’on consideére les mots tassés avec répétition de lettres d’indice non nul (par exemple x12911),
la contraction réside dans le fait que certains indices des lettres des éléments droits des tenseurs
deviennent nuls. Ceci empéche la cocommutativité du coproduit.

L’espace WMat = (Vect(pack(X™)),*,1x+,A,e) (ou lx~ et e désignent respectivement
I'unité et la co-unité) est l'algebre de Hopf des mots tassés sur laquelle nous allons travailler.
On rappelle (¢f. [21, proposition 2]) que WMat est librement engendrée par

Irr(WMat) = {w € pack(X™) | Vu,v € pack(X™), (w =u*xv) = (u=1ouv = 1)}
Tout mot w € Irr(WMat) est dit irréductible.

Dans la suite, sauf mention contraire, w € WMat ou w € (WMat),, sous-entendra toujours
que w est un mot tassé ou un mot tassé de longueur n.

Valeurs remarquables du coproduit

En s’intéressant au coproduit, on obtient la proposition suivante :

n
Proposition 28. 1. Azg...x0) = Z " To...20Q %o ... %o .-
—— o k) ——  ——
n fois - k fois n—k fois

" n
2. A(xl...xl):1®x1...x1—|—z r1...21Qxgy...20-
—— —_ o k| ~———  ——

n fois n fois k fois n—k fois

3. Soit (aq,...,a,) € (N¥).

n ot ~ a‘

—— — . .
ay fois an, fois s=01<i1 < <ds<n l=s kiy +-+kig=l
1<k;; <a,
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Wa,sik =X1e Tl Tg. o Ls@Tpy oo Lpy oo Ty oo - Lpps
T R
kil fois kig fois a1—ki fois an—ky, fois
{ug < -+ <up—s} =[L,n]\ {i1,...,is},
- 0 sije{il,...,is},
Pj = ..
n o sij=1uy€{u,..., un—s},

k; =0, pour j € {u1,..., up—s}.
4. Soit (aq,...,an) € (N)™

n Oy Fo Tt
(% Qg
A(xn...a;n...a:l...xl):z Z Z Z (hi)n.(kfis)%[’s’i’k

s=01<i1<<is<n l=s ki1+"'+kis:l

an, fois oy fois
" 1<k;, <oy,

Vasik =%s-+ Lg+o L1 . L1 QTp, oo . Lp, oo Tpy oo Lpyy
N—_—— N—_——

kis fois ki, fois an—kn fois a1—k1 fois
{ug < -+ <up—st =[L,n]\ {i1,....,is},
{o sije{in,... is},
Pj = .
n o sij=1uy € {u,..., un—s},

k; =0, pour j € {u1,...,up—s}.

" (n
5 A(xy...xn) = E <k>x1...xk®x1...xnk.
k=0 . .
k fois n—k fois

" (n
6. A(xn...xl):z <k> Thoo X1 QXprf - L1 -

k=0 k fois n—k fois

Démonstration. Les deux premieres formules sont immédiates. La troisieme est obtenue a partir
de la deuxieme et le fait que le coproduit soit un morphisme d’algebres. La quatriéme s’établit
en utilisant ’endomorphisme de cogébres suivant :

) WMat — WDMat
' Tk Tk = Tg, ... Tpy -

1o n

Les deux derniéres formules sont des cas particuliers des deux précédentes. ]

Exemples. Ilustrons la proposition précédente avec deux exemples. On ne donne que les
coproduits réduits.

A(x1$1$2x2x2) =211 Q@ xpx1x1T1 + 321 ® T1T1ToTo + T1T1 @ x1x1x1 + 3T121 @ T1T1T0
46172 Q@ ToxoTo + 3x1x1x2 ® Toxo + 6T1T2T2 @ TpTg + T1X1X1 ® T1T1

+2x129T9T ® Tg + 3T1X1T2T2 @ X0,
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A(l’gl’gl‘glbzl'l) =21 Q xaxox1T1 + 221 ® ToToToT1 + 271 Q xox2x2x1 + 22221 ® T1T1T0
+220w1 ® Tow1T1 + 4T2T1 @ ToToT1 + 20171 @ T2x2w1 + 437271 @ ToTo
+220w971 @ X171 + 2X2T271 @ Tox1 + 2T27171 ® ToT1 + 223737271 @ T

+2x322T2x1 @ Tg + Tax2T1X1 @ X1.

Utilisation du coproduit pour prouver ’absence de coliberté

On souhaite montrer que WMat n’est pas colibre. Pour cela on considere les éléments
primitifs de la cogebre des mots tassés. Soit Fwmat la série formelle de WMat. On a, par
calcul direct du nombre de mots tassés :

|
Fwmas(h) =142 Y — " = 1420+ 6h>+26h° + ...

| |
neN* aq:...0L.

(a1...ak)En

Si WMat était colibre la série formelle Fpjpwmat) de ses éléments primitifs serait égale a :
1
Fprim h)=1— ——— =2h+2r> +10h> + ...

Cherchons alors une base de Prim(WMat),, I'espace des éléments primitifs de degré 3, par
calcul direct. On obtient :

Prim(WMat), = Vect(V1,..., Vi)

ou Vq,..., Vg sont les vecteurs linéairement indépendants suivants :
Vi = —zoz122 + 22120272 — T122%0, Vo = —wowomy + 2w10072 — 2017270 + T271T0,
V3 = L1XQT2 — T1X2X(H — T2X0X1 + ToT1XQ, ‘/21 = —X1X9x3 — 21’31’2;1?1 + 32?3.%11’2,
Vs = —x11300 — 237271 + 2737172, Vo = —wox103 — 37271 + 2737172,
Vi = —wowsgwy + w3wy720, Vs = —r1wom1 + 221122,
Vo = —1170w0 + 2727172 — T2T2T1, Vio = —xax121 + 2212271 — T12122,
Vi1 = —xor171 + 2212071 — T12170, Vig = —x1w020 + 2207170 — TTOT1-
On a alors : 1
dim(Prim(WMat),) = 12 # 10 = (1 — ,h3).
‘WMat

L’algebre de Hopf WMat n’est donc pas colibre.

Utilisation du produit et du coproduit dans le calcul de I’antipode

Par itération du coproduit, pour tout entier n € N*, tout mot w € (WMat),, et tout entier
k € [0,n — 1] on obtient :

AF) (w) = > pack(w[l1])@pack(w[I2]/w[l1])®- - -@pack (w[Ik41] /w[I1+- - +I]).
I A- T ={1,...,|w|} (2 1)

Utilisons cette formule pour déterminer 'antipode. On obtient la proposition suivante :
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Proposition 29. Soit n € N* un entier et w € (WMat),, un mot tassé. En w, l'antipode
vaut :

S(w) = Z(—l)k Z pack(w[li] x w[l]/w[li] * - x w[I| /w[l1 + - + Ix_1]).
k=1 I+ 41 ={1,...,|w|}
v, [j#@
Démonstration. Soient n € N* un entier et w € (WMat),, un mot tassé. Pour démontrer la
proposition énoncée on utilise le coproduit itéré explicité par la formule ainsi que le fait que
S x1d = €. On obtient alors :

S(w) = — Z S(pack(w[I1])) * pack(w[ 2] /w[I1])
Li+I={1,..|w|}
I #£0
= Z S(pack(w[l1])) * pack(w[I2]/w[I1]) * pack(w[I3]/w[l] + I2])
Li+I+I3={1,..,|w[}
I#0
I3#£0
|w]
= Z(—l)k Z pack(w[l]) * - - - * pack(w[I;] /w[l1 + - - - + Ix—1])
k=1 Lt Ip={1,....|w[}
Li#0
|w]
= Z(—l)k Z pack(w[l1] x w[la]/w[Ii] % - - - x w[Ik]/w[l1 + -+ + Ix_1]).
k=1 L+ +I={1,...,|w|}
I;#0
D’ou le résultat énoncé. O

L’image de certains mots tassés par ’antipode est remarquable comme 'illustre la proposition
suivante.

Proposition 30. 1. S(zg...z9) = (—1)"xz¢...20.

~—— N——
n fois n fois
+1 - [P k
2. S(xy...x) = (=1)" X (=) x...x120...20.
— k=1 k —
n fois k fois  n—k fois

3. Soit (a1,...,an) € (N*)". On a :

(n+zn: aj) art-tan
S(@1.. @1ty ) = (=1) I S S (-1)8(‘2) (Z")wa,k

. . s=n ki+-+kn=s
an, fois ay fois 1<k;<a;

ot

Wak =21...2120.--2Q0 ---Tp-..Tn Lo-.-TOQ -

k1 fois ai1—ky fois kn fois an—kyn fois

5. 8(xy...x) = > (=1)F 3 T Wn,a
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'wn’a = .:Cal e wlx(a1+a2) e x(a1+1) o e x(al++ak) e 1‘(a1++ak71+1)
6. Yie[l,n] ona :
%

; 2!
S(SEl e o L1LG41 - - - .Tn) == Z Z (71)(n+z+k)'7'x1 e xn,iTn,i(wn,Q)
k=1 a=(ax,...,ax) =i ap.... 0.

Tn—i(wn,a) = T(ar+n—i) -+ - L(14+n—i) - - - L(ar+-Fag+n—i) - - - L(ar+-+ap_1+1+n—i)-
7. Vie[l,n] ona:
i!

S(.’I)l e e iy . xn_i+1) = Z Z (_1)(n+i+k)

k=1 a=(a1,...,ar)Et

1 'wmxiﬂ ooy,
... Q.

Démonstration. 1. On montre cette premiere formule par récurrence sur la longueur des mots
ne contenant que des lettres d’indice nul et en considérant le fait que xg ...z s’écrive
~—
n—+1 fois

o *To...TQ-
—_—
n+1 fois

S(.’Eo) = —Xy, S(CL‘O e l‘o) == S(xo e l‘o)S(.ro) == (_1)n+1 Tro...IQ-

n+1 fois n fois n+1 fois

2. Comme dans le cas précédent, on effectue une récurrence sur la longueur des mots ne
possédant que des lettres d’indice égal a 1, en considérant le fait que S % id = €.

S(l‘l) = — 1,
S(l’ll'l) = —T1x1 — 25(1‘1)

n fois s=1 k=1 k fois s—k fois n—s fois
n—1ln—1 n s
:—IL’l...:IZl—ZZ<)(>(—1)(k+s+1)$1...xlwo...CEg.
—— P S k —_—
n fois k fois n—k fois
Or
n\(s) n! s! B n! (n—k)! _(n\[(n—k
s)\k)  sln—s)lkl(s—k)! kln—k)!(s—k)!n—-s)! \k)/\s—k)
Donc

n—1 n—Fk n—k—1 n—Fk
—Z(S_ k><—1>8+1—<—1>k > ( S )(—1)8—(—1>n+1.

s=0
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D’ou

——
n fois

S(zy...21) = (—1)”"’1;;l (Z) (—1)k:c1...3:1 To...ZQ.

k fois n—Fk fois

3. Pour montrer cette formule, on utilise le fait que 'antipode est un anti-morphisme d’al-
gebres. Soit (ai,...,a,) € (N*)". On a :

a, fois oy fois Qn aq
=S(xy...21)...5(x1...21)
—— ——
(e %) (e79)
— aj .
= H (—1)aj+1 Z(—l)kj J r1...X1%9...-%0
. — kj | ~————
je[1,n] kj= kj aj—k;
n n
n-+ ai) a1 o k;
e SR fa
(1) DR DTS (el BN (i P
ki=1  kn=1 1 n
(TH-Z aj) a1t-tom
; aq Qp
=(—1) =t —1)% Wa,k
( ) Z: Z ( ) kl kn @,
S=n kit thn=s
lgkjgoz]-
ou
Wak =21...T1L0...T0---Tp..-Tp Lo...T0 -
—_——— —— ———
k1 fois «1—kq fois kn fois ayn—ky fois
4. Ceci est le cas particulier de la formule précédente ou g = --- = o, = 1.

5. On effectue une récurrence sur la longueur du mot en considérant le fait que S xid = ¢.

S(zow1) = — oy — 25(x1) * 21
= — Tow1 + 2w122,

n—1
S(xy...x1)=— Z <n>5(x3...x1)*:cn_s...x1

s=0 §

n—1 s |
:—xn...xl—z (Z) Z(—l)k Z 'Lw&a*xn_s...xl

s=1 k=1 a=(ay,...,ar)Es 1

n—1ln—1 |
:—xn...xl—zz<z>(_1)k Z stja*xn_s...azl

| |
k=1 s=k a=(at,...,a)Es AL Ak

=Sk % nilwn,a.
k=1

| |
ar!l. .. ag!
a=(a1,..an)En 1 F

6. Soit ¢ € [1,n]. Si i = 1 ou n on retrouve {f et 5| Considérons i € [2,n — 1]. On utilise le
fait que S soit un anti-morphisme ainsi que les formules [4] et [5| déja établies.
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S(mi...x1Ti41 .- Tpn) =S(x1 .. Xp—g) * S(x; ... 21)

, ! i!
:(—1)n+2.’1}'1 e Lp—g ¥ <Z(—1)k Z 'O["U)i,a>
: : i!
= Z Z (_1)(n+z+k) 7' ‘l'i . xn—iTn—i(wi,a)-
k=1 a=(a1,. o) =i ap:... O
7. On procede de la méme fagon que dans le cas précédent :

5(1’1 e p—i Ty .. .."L‘nfi+1) = S(l‘z .. .:L'l) * S(:L‘l .. {L‘n,Z)

Exemples. Voici quelques exemples de valeurs remarquables de I’antipode.

S(zix121) = — 17121 + 3T 12120 — 3T 1XTOT0,
S(z1x122T229) =T1T121T2T2 — 21 X1T1T2X0 — 3T1T1TXT2T2 + 62121 ToT2X0

+3$1.€C03}0$2x2 — 6:61%01’0:52%0,

( a:15):—x1...x15,

(azg:rgxl) = — x3T9x1 + 3x123T2 + 3xox123 — 6T1T2X3,
S(wox12314) = — T1T2XT4T3 + 2012231y,
(x1x2x4a:3) — ToT1T3T4 + 2X1T2T3T4.

Jusqu’a présent, nous n’avons considéré que des mots tassés. En réalité, les éléments qui per-
mettent la construction de ’algebre et de la cogebre WMat sont les indices des lettres qui
interviennent dans les différents mots tassés considérés. Concentrons-nous donc sur ce point et
essayons de décrire les opérations de WMat grace a des compositions ensemblistes que 'on
qualifiera d’étendues.

Algeébre de Hopf WMat et Algebre de Hopf des compositions ensemblistes étendues

On cherche une description de WMat en fonction de compositions ensemblistes étendues.
Pour cela, comme dans [73], on regarde chaque mot en fonction des positions ol apparaissent
chaque lettre distincte. On définit alors ’espace des compositions ensemblistes étendues :

CE. = Vect <(Io|...|IS),Io+~--+IS =[1,n],I; #0,5 € [1,s],s € ﬂl,n]],nEN).

Pour un entier n € N*, un élément (Iy|...|Is) de CE, tel que Iy + --- + Iy = [1,n] est appelé
composition ensembliste étendue de n. On définit 'application linéaire suivante :

WMat — CE.
B:
W= Tjy - Ty, 7 (IO, ‘ sup(w) )
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ou, pour tout entier j de I'intervalle [0, sup(w)], on a :
I ={k e [1,n],x; =z}

Cette application est une bijection. On peut donc munir CE, d’une structure d’algebre de Hopf
et ainsi avoir une autre maniére d’écrire les opérations de WMat.

Commencons par décrire le produit de algebre CE.. Soient n,m € N*, des entiers natu-
rels non nuls et, (lo|...|Is) et (Jo|...|Jp), des compositions ensemblistes étendues de n et m
respectivement. Le produit de concaténation décalé de (Io|...|Is) et (Jo|...|Jp) se définit par :

(Lo| ... |Ls) * (Jo| ... |Jp) = Lo U T (Jo)| 1| ... |Ls|Tn(J1)| - . | T (Jp))
ol, pour tous les entiers naturels k,v1,...,v tels que v1 < -+ < 7,

Te({v1, - 1)) ={n + k..., + k} et Tp(0) = 0.

Exemples.

({231, 4H{3}) * (D{2}{3, 4}{1,5,6}) = ({2}{1, 4}{3}{6}{7, 8}{5,9,10}),
(OI{2}{3,4}[{1,5,6}) * ({2}{1, 4}{3}) = ({8}{2}{3, 4}{1, 5,6} {7, 10} [{9}),
({2}{1,3}) » ({1, 3}{2}) = ({2,4, 6}[{1, 3} [{5}).

Remarque. Du fait de la bijection B, le produit de CE, n’est pas commutatif et CE, est
librement engendrée par B(Irr(WMat)).

Considérons maintenant la cogebre CE,. Elle est munie du coproduit d’extraction-contraction
suivant. Soient n € N* et (Iy|...|Is) une composition ensembliste étendue de n. Le coproduit
de (Ip|...|Is) se définit par :

Aol )= Y S @Y I @ I<2>UUI<QW AL,

0<r<s (02 et
1<iy < <ip<s Il “02 =lo
141y,
J J J

1070, je[1r]
ol

{’yl<--~<’ys T}:[[l sp\ {é1, .-, 0r ),

{ak1< <akp'f1}p0urk:€{0 Qlyeeeyin},

:{ak72< - < k§2)} pour k € {0,41,...,4},

Ly, :{a%) << ay, } pour [ € [1,s —r],

~(1) :{&](H <. <akf1)} pour k € {0,i1,...,i},

{k2< <ak§2)}pourk€{0 Qlyeeeyin},

p’n)

Lﬂ :{EL% <<y VY pourl €[l s—r].
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Pour k € {0,i1,...,i,} et [ € [1,s —r], les ensembles I}, IZ, I, ont été construits de sorte
que :
pack(aja(1> ... T (po,l)l’a(l) ... (Pig,1) * .xam ... (piryl))
0,1 Qg1 i1,1 a1 i, 1 a1
=T (1)L _(pg)T-(1) «+-L (pj; 1) +--L(1) 5+« L _(p;. 1)
a0,1 ay 1, ail,l ail?%y air’17 ) airf{, 9
pack(:v 1) T (pg2a)L (1) ++ L (pgr0)++-L (1) +++L (pj. o)L (1) +++L (pyy)++-L (1) ...T (p _)))
a0,2 a0’2’ ai112 ahg' aim? airfgv Ay, a’Yl’YI Ay, aws’lsr T
=T.1) T _(pg2)T-(1) «+ L (pj,0) - L.(1) «+ L _(p;. ) L) «+ T _(pyy) -+ L) T (py,_.)-
ag,2 ag 5" %ip2 &ilg’ a; o airg’ Ay %171 Oy, a,yswjr 4

Exemples. Pour une meilleure lisibilité, on ne donne dans les exemples que les coproduits
réduits.

A1) = 2001{1}) @ ({2}{1}) + ({1}) @ (BI{1}]{2})
{1} {2} @ ({1}) +2({2}{1}) @ (0{1}),
0{1}) @ ({2}{1}) + (O{1}) @ (O{1,2}) + (O{1}) @ ({1}{2})

O{13{2h) @ ({1}) + (0{1,2}) @ (O{1}) + (D{2}{1}) © ({1})-

+

A((0I{1,3}{2}))

+
+

+

Remarque. Du fait de la bijection B, le coproduit est cocommutatif sur la sous-algebre
de Hopf engendrée par 'ensemble {(Ip|...|ls) € CE.,s e NNV1 <k <s, |Ix| =1}

2.1.2 Algébre de Hopf duale WMat®

L’algebre de Hopf WMat étant graduée connexe, son dual gradué est une algebre de Hopf que
I’on notera WMat®. On considere (Zw)wewMat la base duale des mots tassés. Par transposition
des opérations de WMat on obtient celles de WMat®. Commencons par la structure la plus
facile & décrire, a savoir celle de cogebre.

Proposition 31. Le coproduit de WMat® est ’application suivante :

WMat® — WMat® @ WMat®

A k
Zy = A(Zy,) = %Zwl*...*wi ® Zupy s 14510y
=

o wi * - -+ x wy, est 'unique décomposition de w en produit d’éléments irréductibles de WMat.
Démonstration. Soient w, mq, me € WMat des mots tassés. On a :

1 siw=mq*xmao,

A(Zy)(m1 ® wa) = Zy(ma * ma) = Zy(m1Tsup(m,)m2) = { .
0 sinon.

Or, d’apres [21], on sait qu’il existe un unique en entier naturel k et un unique k-uplet de mots
tassés irréductibles (wi, ..., wy) tels que w = wq * - - - % wg. Ainsi,

k
A(Zw) = Z Zwl*---*wi & Zle*---*wk-
i=0
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Exemples. Considérons le mot xzox1x3 = xox1 * 1 et le mot irréductible z9z1z2. On a

alors :

A(szxwg) =1® szmwzs + Zx2w1 ® Zm + szxw’g ®1,
A(Zm:vlm) = Zmﬂcwz ®1+1® ZI2$1962-

Examinons maintenant la structure d’algebre de WMat®. Soient w1, ws € WMat des mots
tassés. On définit les conditions suivantes :

C1 t zo ¢ Alph(w:) U Alph(ws),
Cy (Alph(wl) \ {$0}> n (Alph(wg) \ {xg}) £ 0 et o € Alph(w;) U Alph(w),

03 W1 =T ... X0,
N—_——

ny fois

C4 LW =20 -
N—_——

no fois

Définissons maintenant la structure d’algébre de WMat®.

Proposition 32. Le produit de WMat® est l’application

- WMat® @ WMat® — WDMat®
) T, @ Ly = Ly L,

telle que

Z 1 st O,

To(w1 kw2 )op
TE€Bat(s1,s2),

nEBat(ny,n2)
Z ZTo(wlqu)Ou_l 84 CQ,

) T€Bat(s1,s2),
Ly Ly = pE€Bat(ny,n2)

Z Z(wl*wg)op_l si 037
nEBat(ni,n2)

Z Z(w11172)0/1471 5% 04,
pEBat(ni,n2)

ot pour i € {1,2}, n; = |w;|, s; = sup(w;),

Bat(ni,n2) ={0 € Gy 4n,, 0(1) < -~ <o(ny) eto(ny +1) <--- <o(ny +na)},
u72 = Z w
WEL (wywy)

avec

Lwiwz) =
Ts, (wa[{i}]) st wa[{i}] # o, }

€ WMat, |w| = ng, w|{i}] =
{w vl 2. wl{i)] {xj avec j € IAlph(w1) U{0}  sinon

et wywsy désigne la concaténation de wi et de ws.
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Démonstration. Soient wi,wq, w € WMat des mots tassés. Pour i € {1,2}, on pose : n; = |w;|
et s; = sup(w;). On a alors :

Ly Zny (w) = (Zw1 ® Zw2) ° A(m)

— > Zu, (pack(w[1])) Zu, (pack(w[J] /w[I]))
[+J={1,....|w|}

— Z Zw, (pack(w(1])) Zw, (pack(w([J]/w[I]))
T+T={1,...Jw|},

= D uy pack(wli])Sws,pack(wlJ]wl)

> Z’ro(wl*wz)o,u*1 (w) si (1,
TE€Bat(s1,52),
nEBat(ni,n2)

Z ZTo(wuﬁg)oufl(w) s C2’
TE€Bat(s1,s2),

_ (
nEBat(ny,n2)

2 Zpyewgyou-t(w) 51O,
nEBat(ni,n2)

Z Z(w1u72)ou_1(w) si 04.
nEBat(ny,n2)

O]

Exemples. Voici quelques exemples de produits d’éléments de WMat®. On illustre toutes
les configurations possibles. On les présente dans I’ordre suivant : deux mots vérifiant la condition
C4, puis la condition C3, puis la condition Cjy et enfin, la condition la plus complexe, Cy. Dans
le dernier exemple, pour une meilleure lisibilité, on ne développe pas le calcul du fait du nombre
de termes dans les produits de battage.

Zzl Z$1:c1 — LigiluxoTe + Za:gu_lcv1$1
= Zzlmga:g + ngmlmz + ngxle + Zrzaclxl + lexgml + Zx13?1(£27
ZxOZml = Loz, — le:po + Zxoxla
Z:rl Zzg = LgxilWzg + leu_lzl = Zmlxo + Zxozl + 2Z:E1:L"17

leaZon01‘1 - Tr1xoWT0T2 + lexomxlxg + Zx2$0M$0x1 + Zﬁzxou_l.’zgﬁl'

Aprés avoir considéré les algébres de Hopf WMat et WMat® dans leur globalité, intéressons-
nous maintenant & leur structure interne et tirons-en de nouvelles algébres de Hopf.

2.2 Quelques algebres de Hopf associées

Dans cette section, on s’intéresse a la mise en évidence d’algebres de Hopf liées & WMat en
tant que sous-algebre de Hopf ou algebre de Hopf quotient.

On commence par considérer I'espace vectoriel engendré par les mots tassés issus de permu-
tations (ex : zomwy, waxozgwy). Il s’agit en réalité d’une sous-algebre de Hopf de WMat, notée
GH. Elle peut également étre vue comme algebre de Hopf quotient de WMat. Par dualité, on
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obtient une algébre de Hopf, a la fois quotient et sous-objet de WMat®, possédant une struc-
ture de quadri-algébre ainsi qu'une double structure d’algebre dendriforme. En tant qu’algebre
de Hopf, GH® est isomorphe & GQSym introduite par Hivert, Novelli et Thibon dans [44]. On
détermine un isomorphisme jusqu’en degré 4. Enfin, on donne une réalisation polynomiale de
l'algébre GH®.

On considere par la suite 'espace vectoriel engendré par les mots tassés ne contenant pas de
lettres d’indice nul. Il forme une sous-algebre de WMat mais n’en est pas une sous-cogebre. Il
est toutefois possible de l'interpréter comme une algebre de Hopf quotient. On s’intéresse plus
particulierement & son sous-objet des mots tassés stricts croissants, ISPW. On en détermine des
éléments primitifs. On explicite également les opérations de SPW® et de ISPW®. Ceci permet
ainsi d’établir que ISPW® est isomorphe & l'algébre de Hopf des fonctions quasi-symétriques
notées QSym. Ainsi ISPW est isomorphe & l'algebre de Hopf des fonctions symétriques non
commutatives notées NSym.

Le troisieme cas d’étude concerne ’espace vectoriel engendré par les mots tassés croissants
pouvant posséder des lettres d’indice nul. Dans ce cas, il ne s’agit ni d’une sous-algebre ni d’une
sous-cogebre, mais il est interprétable comme algebre de Hopf quotient. On décide de considérer
cette derniére sous sa forme d’algébre de Hopf de compositions étendues C.. Elle peut étre décrite
comme coproduit semi-direct d’une algebre de Hopf tensorielle C' = T'((0,n),n € N*) par une
algebre de Hopf de polynéme H = K[(1)]. Cette construction met en évidence une coaction p
de C dans C ® H. Cette coaction permet, par transposition, d’obtenir une action de H® sur
C®. Elle fournit également une action du groupe des caractéres Char(H) de H sur celui des
caracteres Char(C) de C. On s’intéresse par la suite aux éléments primitifs de C,. Ils sont, d'une
certaine facon, liés a ceux de ISPW. On peut ainsi donner les éléments primitifs de C, jusqu’en
degré 7. On explicite également les opérations de C¥.

Enfin, cette section se conclut par un diagramme permettant de lier les algébres de Hopf
SPW, ISPW et C..

2.2.1 Algebre de Hopf de permutations
Algébre de Hopf GH
On s’intéresse au sous-espace vectoriel de WMat suivant :
GH = Vect <w € WMat, IAlph(w) ={1,..., \w}) = Vect (330(1) Ty, ENyo € 6n).

—_—
noté we

Pour des raisons pratiques on identifiera parfois les éléments de GH et les permutations, c’est-
a-dire :

Wo = Tg(1) - - - To(n) :U(l)U(n) = (0‘(11) O'Zl)) -

Par calcul direct, on obtient que GH est une sous-algebre de Hopf de WMat.

Exemples et contre-exemples. Quelques exemples et contre-exemples d’éléments de

GH.
r1T213 € GH, x3T1T9 + 8T129 € OH, T1T129 + Txow123 ¢ OH, T500x3T1T472 — 1 ¢ GH.

Proposition 33. GH est librement engendrée par SH N Irr(WMat).
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Démonstration. Considérons o € &, et wy = %4y, . .. o, -

n

Alors :
il existe un unique k£ € N et un unique (wy,...,wy) € Irr(WMat)k tels que w = wy * - - - * wy.
Supposons qu'il existe un entier ig € {1,...,k} tel que w;, ¢ leio\' On a alors deux possibilités :
1. soit zg € Alph(w;,) et alors zop € Alph(w,). Ceci est exclu.
2. soit il existe un entier s € {1,...,|w;,|}, tel que |w;,|z, > 2. Cela implique alors que le
ig—1
mot w, contient au moins deux lettres d’indice s + > sup(w,). Ceci est exclu.
u=1
On obtient donc que pour tout entier ¢ € {1,...,k}, w; € CTp ]

Décrivons le produit et le coproduit adaptés a la sous-algebre de Hopf &H. En ce qui concerne
le produit, il s’écrit comme restriction de celui de WMat, i.e. :

*{ GHRGH — GH

Wo @Wr = We * Wy = We Ty, |(wr).

Exemples. Considérons les mots xox1x3 et T5x12x42322.

T2X1X3 * T5X1T4T3TQ =T2X1X3ITILALTLELS,

TrT1X4X3TQ * TQX1X3 =T5L1X4X3TX2T7TELS.
En ce qui concerne le coproduit de GH, la restriction de celui de WMat s’écrit sous la forme :

GH — OGHRIGH
A we = Awg) = > pack(w[I]) ® pack(w[J]).
I+J={1,..,n}

Exemple. Pour une meilleure lisibilité, on ne donne que le coproduit réduit dans ’exemple
suivant.

A(z3z122) = 221 @ Tow1 + 1 @ T1T2 + 20971 @ 1 + T1T2 & X1.

Remarques.

1. Déterminer le coproduit d’'un mot w, € &H consiste a partitionner les lettres de ce
mot en deux sous-ensembles et ce, de toutes les fagons possibles. Ce coproduit est donc
cocommutatif, ce qui implique que la cogebre GH n’est pas colibre.

2. L’algebre de Hopf GH est graduée, connexe et cocommutative ; elle est donc, d’apres le
théoreme de Cartier-Quillen-Milnor-Moore, isomorphe & ’algebre enveloppante U(g) ou
g est lalgeébre de Lie g = Prim(SH). D’apres il vient que Prim(&H), est l'espace
vectoriel Prim(&H), = Vect (Va, Vs, Vs, V7).

3. L’algebre de Hopf ©H est différente de celle des fonctions quasi-symétriques libres FQSym
(cf. section du chapitre [1)) puisque cette derniére n’est pas cocommutative.

Proposition 34. L’algébre de Hopf &H peut étre vue comme une algébre de Hopf quotient
de WMat.

Démonstration. 11 suffit de considérer la surjection canonique Ilgy : WMat — GH. Son noyau
est un biidéal de Hopf. O
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Algébre de Hopf GH®

D’aprés la proposition GH® est a la fois une algebre de Hopf quotient et une sous-
algebre de Hopf de WMat®. Pour la suite, on choisira de considérer &H® comme un sous-objet
de WMat®. On notera la base duale des mots tassés issus de permutations soit par (Zu, )uw, cn,

soit par (Zy)ses, OU, Zy, = Z, suivant ce qui est le plus adapté.
neN*

Description des opérations de GH®. Le coproduit de GH® est la restriction de celui de
WMat® a GH®.

Exemple. On considére le mot tassé x3x1ToTsx4x = T3T1To * Tox1 * 1. Son coproduit
réduit vaut :
A(Z$3$13323?5334336) = ZZU3731-1'2 ® ZQ?QZ'I-TB —"_ Z1'3$1372375334 ® Zml‘

Le plus intéressant concerne le produit de GH®. En effet, comme GH est cocommutative,
GH® est commutative. De plus, le produit de GH® est la restriction & GH® de celui de WMat®,
ce qui revient a ne considérer que la condition C; décrite dans Il s’écrit donc :

GHY @ GH® — GH®

m: Lo @ Zgy +— Lo lg, = > Lo
T,uEBat(n1,n2)

(o1*x02)op~1

ol n1 et ng sont les entiers naturels non nuls tels que o1 € G, et g2 € G,,.

Exemple. Considérons les éléments Z;, et Z;,,,.

Z:t1 szxl — leu_lxng + ZCEQLI_IJS3CE1 + Za:;gu_lxle

= 32053952901 + lexgxz + 22003951902 + 2Zx2x3x1 + Zochlxg-

Remarque. La structure d’algébre de Hopf de GH® est la méme que celle construite par
Aguiar et Mahajan a partir du monoide de Hopf des ordres linéaires et d’un foncteur de Fock [4,
Partie III, chapitre 15, exemple 15.17]. On retrouve également cette structure dans les travaux
de Vargas [91] sous le nom d’algebre de Hopf de super-battages.

Structure de quadri-algébre et d’algébre dendriforme sur GH®.

Rappels. Commencgons par quelques rappels sur les quadri-algebres, les algebres dendri-
formes et les algebres de Zinbiel aussi appelées algebres dendriformes commutatives ou encore
algebres de Leibniz duales.

Les algebres dendriformes ont été introduites par Loday [57]. Elles permettent d’écrire cer-
tains produits associatifs comme somme d’'un produit gauche et d’'un produit droit. Cela permet
donc de casser ’associativité et d’obtenir des relations de compatibilité souvent plus faciles a
vérifier. Dans [59], Loday et Ronco, grace a une structure dendriforme, définissent une algebre
de Hopf d’arbres binaires appelée algebre de Loday et Ronco. Elle est librement engendrée par

I’arbre binaire a un seul sommet interne \( Foissy démontre 32, proposition 31] que 'algebre
de Hopf de Loday et Ronco décorée est isomorphe a 1’algebre de Hopf des arbres enracinés plans
décorés. Cette démonstration repose sur les caracteres dendriformes des deux objets. Aguiar et
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Sottile étudient le dual gradué de l'algebre de Loday et Ronco. La structure bidendriforme
est introduite par Foissy [27]. En plus de scinder 'associativité, elle scinde également la coas-
sociativité. Foissy explicite également la structure bidendriforme de l'algebre de Malvenuto et
Reutenauer FQSym ainsi que celle de I'algebre de Hopf des arbres enracinés plans décorés de
Connes et Kreimer. Des versions analogues au théoreme de Cartier-Quillen-Milnor-Moore sont
prouvées : par Ronco [82] pour les algebres dendriformes, par Chapoton [15] pour les bigebres
dendriformes et par Foissy [27] pour les bigebres bidendriformes. Le cas bidendriforme implique
[27, théoreme 39] que FQSym est isomorphe a une algeébre de Hopf d’arbres enracinés plans
décorés.

Les algebres de Zinbiel ont été définies par Loday [56, |57]. Elles sont équivalentes aux algebres
dendriformes commutatives et sont liées aux algebres de Leibniz (les opérades Zinb et Leib sont
duales dans la dualité de Koszul). Livernet [55] remplace les algebres de Lie et les algebres
commutatives par les algebres de Leibniz et les algébres de Zinbiel pour définir une théorie non
commutative des homotopies rationnelles. Chapoton |14, théoréme 5.9] démontre que 1'opérade
Zinb est anticyclique (il existe une action du groupe symétrique &,, 1 sur le S,,-module P(n)
pour tout entier naturel n). Vallette |90 théoréme 20] donne une description de Zinb en fonction
des opérades PréLie et Com grace au produit de Manin.

En considérant une algebre dendriforme et en scindant les produits gauche et droit en deux
lorsque cela est possible, on obtient une quadri-algebre. Aguiar et Loday introduisent cette
notion dans [3]. Ils déterminent une structure de quadri-algebre sur les algebres infinitésimales
et s’intéressent a la quadri-algebre libre a un générateur |3, corollaire 3.3, section 4]. Vallette
[90, corollaires 48 et 52, théoreme 51] prouve les conjectures émises par Aguiar et Loday dans
[3, conjectures 4.2, 4.5 et 4.6] concernant les opérades Quad et Quad'. Foissy présente la quadri-
algebre libre & un générateur comme sous objet de FQSym [30, corollaire 7] et définit la notion
de quadri-bigebre en détaillant ’exemple de FQSym [30, section 3].

Définition 35. Une quadri-algébre Q est un espace vectoriel muni de quatre opérations “\,
N et ), définies sur Q® Q, d valeurs dans Q, et, vérifiant les axiomes suivants : pour tout
x’ y? z G Q?

Ny Nz=2zN\(y-2), (@ yYyNz=z,"(y=<2), @Ay STz=z/(y»2),
s yNz=z,/ (yYNz), (@ \yNz=z\ YNz, (@Vy Tz=z\ (y 2),
=y z=2,/(yVz), (@-y) 2=\ W2, @y \z=2\(y\2),

ot, pour tout x,y € Q,

r<y=z\y+z, v, rANy=x y+x\y,
r=y=z/y+x\V, rVy=z\y+z.,y,

et
ry=x\y+zrzSyt+z Syt \Ny=x<yt+tx-y=xAy+zxVy.

Définition 36. Une algébre dendriforme est un espace vectoriel D muni de deux opérations,
un produit gauche <: D ® D — D et un produit droit =: D ® D — D, vérifiant les axiomes
sutvants : Vx,y,z € D,

(x<y)<z=z<(y<2)+z=<(y>2),
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-y) <z =

x = (y < 2),

(z<y)=z+(x=y)=z=x> (y > 2).

Proposition 37. Soit (Q, N\, /,\,v") une quadri-algébre alors, (Q,\ + ./, /" + \), i.e.
(Q,<,>), et (Q, "+~ N, \(+ ), i.e. (Q,A,V), sont des algébres dendriformes.

Définition 38. Une algébre de Zinbiel est un espace vectoriel Z muni d’une opération binaire

définie sur Z ® Z, a valeur dans Z telle que :

pour tout x,y,z € Z, (r-y)-z==x

(y-2)tz(2y).

Proposition 39. Soit (Z,-) une algébre de Zinbiel. Pour tout couple (x,y) € Z% on pose
x<y=xz-yetx=y=y-x. On obtient alors que (Z,<,>) est une algébre dendriforme.
Réciproquement, si (D, <, ) est une algébre dendriforme commutative (i.e. pour tout élément
(z,y) €D?, 2=y =y <), alors (D, <) est une algébre de Zinbiel.

Cas de GH®. Introduisons d’abord les notations suivantes. Soient ni,ns € N* on pose

Baty(n1,n2) ={p € Bat(ny,nz), p~*(1) = 1},
-

Baty(ni,n2) ={p € Bat(ni,ng),

Y1) =ny +1}.

Soient o1 € &, et g9 € &,,. Définissons sur GH® les produits suivants :

Zoy "\ Zoy = Z Z‘ro(m*ag)ou—la

TE€Bat1(n1,n2),
pneBaty (n1 ,nz)

ZO'1 /( ZO'Q =

TEBata(ni,n2),
pneBaty (n1 ,n2)

Z ZTO(O'l*O'Q)O/L*l?

Loy Loy = Z Z‘ro(ol*az)oy—la

TE€Bat1(n1,n2),
pneBata (n1 ,TLQ)

ZUl \l ZO'Q = Z Z’ro(al*og)oufl'

T€Bats (n1 ,ng),
nEBata(ny ,ng)

Exemples. Considérons les mots tassés zoxq et z1. On a alors :

Z$2£U1 ’\ ZJJl

:ngzclacg + Z:cgacgml + ngacmcg + Zacgacgacly

Z:E2a71 )/ Zwl —ZLixsroxt + Zz2$3$17
ngm1 /‘ Zml —ZLx3raT] + Zm3zlx27

Zﬂ?2931 N\ me :Zﬂﬁlxsm'

A partir des produits précédents on construit :

Zal < ZO'2 :Zm )\ Zaz + Z01 1/ Zag
= Z ZTo(al*Ug)oM*h

T€Bati(ni,n2),
nEBat(ny,n2)

Z(71 A Zg'z :Zo1 \ ZO’2 + Z¢71 /‘ ZO'Q
= Z Z‘ro(al*crg)o,u—lv

TE€Bat(ni,n2),
,uEBat1(n1 ,nz)

ch > ZO'2 :ZU1 / Zaz + ZO'1 \1 Zag
= Z ZTo(al*Ug)oufl-

T€Bata(ni,n2),
nEBat(ny,n2)

ZO’l \ Zo‘2 :ZO'1 \/ ZU2 + ZU'I \1 ZO'Q
= > Zreoronout-

TE€Bat(ni,n2),
,uEBatg(nl ,nz)
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Exemples. On considere toujours les mots tassés xoxq et x1. On a alors :

Zgywy = Lyy =Zaswizs + 2Zaowsmy + 2Zz300m1 + Lrgziass
Zaswy = Luy =Zaswszy + Lagzizs T Laiwgzas
Zgowy N Ly =Zaswizs + Laszser T 22030100 T 2005200 5
Loy N Zyy, =Zazzoz) + Lzszser T Lzyzsas-

Par calcul direct, on obtient que (6H, /', N\, 7, \,) est une quadri-algebre. Il s’ensuit que
(6H,<,>) et (BH, A, V) sont des algebres dendriformes. On vérifie facilement que deux permu-
tations o1 et o9 quelconques satisfont les relations o1 N\ 02 = 09 \( 01 et 01 /" 09 = 09 " 01.
Cela signifie que la quadri-algebre (GH, /,N, 7, \) est commutative. Par conséquent, les al-
gebres dendriformes (6H, <, =) et (6H, A, V) le sont également. Les espaces (GH, <) et (6H, A)
sont donc des algeébres de Zinbiel.

En revanche, les algebres dendriformes ne respectent pas les compatibilités décrites dans [27]
vis-a-vis du coproduit (cf. les contre-exemples|1]et ) ; méme en utilisant le coproduit co-opposé
AP (cf. les contre-exemples [2| et .

Contre-exemples.

1. Considérons les mots tassés Z,, et Z;,4,. On obtient :

A(Zyy = Zyy2y) =A(Zoywows + Zugwriws + Zugzizs)
N———

noté Z(ilz)

=23 12) @1+ Zay ® Zaywy + Zozy ® Zoy + Zingay ® Zay + 1@ Z] 1)

=A“P(Zy,) = AP (Zz1ay).-
2. Considérons les mots tassés Zy,,, €t Zyyz 25 On a alors :

A(Zagzy = Zagwras) =Z31.913) © 1+ 1@ Z5) 913) + Zasay @ Zagwyas

5 7=
noté Z<21,213>

FZererzazs © Zay + Zuyzazizs © Zay + Zryzawszy @ Ly
FZeserzazy © Zay + 2Zxsz4z120 @ Ly + Laswowazy @ Ly
+Zeserz322 © Ly + 2Zz5250100 ® Loy + 3Zes050001 © Ly
+Zeserzizs © Zuy + 2Zz325m000 @ Loy + 22040505010 © Ly -

A(Zyyz1) = A(Zayaras) :Z(;1,213) ®l+1® 261,213)
+Z$21‘11’3 ® ZxQ-Tl + Zx21’1 ® (ZSCzitl = le)

Donc,

A(Z$2$1 = Zm2ﬂ?1x3) ?é A(ZZEQQ?I) = A(ZIQIlmS)a
A(212331 < Zx2$1x3) 7é ACOP(ZCCQCQ) < ACOP(Z$2I1133)’
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3. Considérons maintenant les mots tassés Z,,z,25 €t Z;,. On a alors :

A(Za:lexg A szl) :Z(/\21371) X 1 + 1 & Z(/\21371) + 2Z£E2£L’1 & lexg
~—_————

5 7N
noté Z(213,1)

+22a:2x1x3 ® le + 2Za:2m1 ® sza:l + Z$2$3Cl?1 ® Z$1
+2Zm3x1z2 ® le + 2Zx3$2$1 ® le‘

Or,

A(Zzyzyzs) N A(Zyy) =(Zzywras @1+ Zpgey @ Zzy +1® Zppzias) N (Zey @1 +1® Zy,)
=(Zaparas N Zz,) L+ Zypoay Zpy @ Zay + Zpgwy, @ (Zygy N Zgy)
+ 24y @ Zyarzg + 1 @ (Zugzywg N Zay)
:Z(/E13,1) ®1+10 Z(/\213,1)
H(Zoswrzs + 2Zaswsar + 3Zugzans + 2Zugz120 + Zayzgas) ® Zay
+ 21321 ® (Zigar + Ziyws) + Zay @ Zagayas-

Il en résulte que :

A(Z-TQxlxii /\ le) # A(Zx}rlivd) /\ A(2331)7
A(Zw2331$3 N Zwl) 7é Acop(Z$251713@'3) A Acop(le)‘

Algebres de Hopf GH® et GQSym. L’objectif de ce paragraphe est de lier lalgebre de
Hopf GH® et algébre de Hopf de permutations &QSym introduite par Hivert, Novelli et
Thibon dans la section 3.1 de [44]. Pour cela, rappelons d’abord la construction de &Q.Sym. On
considere I'ensemble infini d’indéterminées commutant deux a deux {z;; | 7,7 € N*}. On note
R =Klz;; | i,j € N*] et on pose L son idéal engendré par les relations

z;;zi = 0 pour tous (i, , k) € (N*)3.

Dans R/L, on pose

GQSym = Vect (Mo- = Z Tiigry « + Tinignyr O €6, nc N*) .

Sur 6QSym, on définit le produit

My, @ Mg,, (01,02) € Gy XGpy = My My, = > MTo(ol*Un2)07*1 ’
TE€Bat(ni,n2)

{ GRSym ® 6QRSym — GQSym
m:

ainsi que le coproduit

GQRSym — GQSym R &QSym
A:{ M, e (6QSym), — AM,)= > M, M,

(11,72)
T1*T2=0

Y
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ou on rappelle que * représente le produit de concaténation décalée des permutations.
Exemples. Donnons quelques exemples pour illustrer les deux opérations.

9
Mi23Mi23456 = <3

MioMso1 =Mi243 + Mi32a + Miazz + Mo134 + M3o1a + Maoai,
A(Miga3s) =Mi2435 ® 1 + My & Mizoq + Mo @ Majz + Migas @ My + 1 ® Miggss.

>M123456789 = 84M123456789,

L’espace &QSym, muni de ce produit et de ce coproduit, est une algebre de Hopf commutative
colibre.

Proposition 40. Les algébres de Hopf GH® et SQSym sont isomorphes.

Démonstration. On sait que les algébres de Hopf GH® et GQSym ont méme série de Poincaré-
Hilbert et qu’elles sont toutes les deux graduées connexes commutatives et colibres. Elle sont
donc isomorphes. O

Construisons un isomorphisme d’algebres de Hopf ¢ : 8QSym — GH® entre GH® et
GQSym jusqu’en degré 4. En degré 1 et 2 on prend :

SD(Ml) :ZI17 QO(MH) :me + Zﬂc2$17 @(MQl) :mel'

En degré 3, en utilisant le fait que M1 Myo = 3Mi93 et que M1 Mo = Miss + Mois + Mssy, on
peut poser :

©(M123) =Zzy 2005 + Zareszs + Zogzrws + Lrswser + Lageizs + Lrszozss
©(M132) =Zz1 2520 + Zrswser + Laszres + Laeswazy s

O(M213) =Zaywros + Zayeser + Zaosoron + Logeanr»

O(M231) =Zpywsw) + Zugzizs + Lrswoz: s

©(M312) =Zyszi20 + Loz »

©(M321) =Zz3z9m, -

Au vu de ces choix, il est possible de définir, pour n compris entre 1 et 3, un ordre partiel <
sur les permutations de &,,. Ainsi, si 'on considére une permutation o = o(1)...0(n) avec n

compris entre 1 et 3, on peut définir ¢(M,) de la maniere suivante : ¢(M,) o Z,-
TEGCH, 0T

En degré 3, on obtient le poset (ensemble partiellement ordonné) suivant :

123

132 213
231
312

321
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Malheureusement, en degré 4, il n’est plus possible d’étendre I'ordre partiel choisi de telle sorte

que o(My) = > Z,,. Posons a,b,c,d,e et f les coefficients en Z,, 4,242, respectivement de

TEG,
oXT

©(Mi243), p(Mis24), p(Miaz2), ©(Mai34), p(Ms214) et ©(Mya31). Du fait que ¢ soit un morphisme
d’algebres et que :

Mio Moy =Mi243 + Mizoa + Miazo + Mo134 + M3o1g + Maosi,
My Msoy =Miy39 + Ms214 + 2My231,

a+b+d = 4
f =1

tanément égaux a 1. En degré 4, on peux choisir la correspondance suivante :

on obtient que : . Les coefficients a, b et d ne peuvent donc pas étre simul-

©(Maz21) =Zzyzszaar

QP(M4312) :Z:c4a:3x2x1 + Zx4x3z1x27

(P(M4231) :Zaz4cc3x2x1 + Zx4x2x3x17

(P(M4213) :Zac4m3ac2w1 + Zac4:v3z1:c2 + Zx4:c2ac31:1 + Zac4acgac1$37

(P(M4132) :Zx4:c3:v2:v1 + Za;4:v3z1z2 + Zz4z2;r3:cl + Zw4:c2:51$3 + Z:C4:v1:v3z27

(P(M4123) :Zr4a:3x2w1 + Zm4x3x112 + Z:r4:l‘213$1 + Zz4z2m1m3 + Zm4xlw3x2 + Zx4xlzgz3a

(P(M3421) :Zm4r3x2x1 + Zx4x3:p1x2 + Z:D4x2r321 + Zz4m2a:1:1:3 + Zx4x1x3x2 + Zx4:r1x2m3 + Zx3m4mgmp
‘P(M3412) :Zzwswzl“l + Zml“swlwz + Zﬂc4$2$311 + Z$412961273 + Zx49€1933902 + Zl“3904$2$1 + Zwsmxwz’
@(M3241) —Lgyx3xomy + Zm4x3:z:1:r2 + Za:4:p2x311 + Zx4zgmlx3 + Zmucl:vgazg + Zx4:r1:r2x3 + Z:L"gamxgml

—+

ngx4w1x2 + ngxg:ma:la

(P(M3214) :Zx4x3x2x1 + Zx4x3x1:132 + ZI4I25L‘1CE3 + Z:C35t4xgx1 + Zx3x2x4x1 + Zzgx2x1x4a

SO(M3142) :Zx4x3x2x1 + Zx4x3x1x2 + Zx4:r:2:(;3:1:1 + Z:L‘4:z:2x1x3 + Zx4x1x3x2 + Zx4x1:r:2:z:3 + Zx3x4x2x1
+Zx3x4x1x2 + Zx3x2z4x1 + Zz3x1m4:c27

(P(M3124) :Zaz4cc3x2x1 + Zx4x3$1x2 + Zx4:c2:r:39:1 + Za:4a:2:c1x3 + Zx4x1x3x2 + 2Zx4x1x21’3 + Zx3x4ac2$1
+Z:B3m4ac1x2 + Zx3x2x4x1 + Zx3z2x1a:4 + Zx3m1$4$2 + Zx3$1x2z47

(P(M2431) :Z$4:03a:2331 + ZL’C4:1731‘11‘2 + Zx4zg;r3:c1 + Zx4:c2:cla:3 + Z$4L731:1731‘2 + Z:IT4$11‘2$3 + Z1‘3$4LI)2:'61
+Zm3m4mlw2 + ngx2x43:1 + Zx333114x2 + Zzgm4m3m17

(P(M2413) :Z:E413x2x1 + Zx4x3:p1x2 + Z:D4x2r311 + Zz4m2r1933 + Zx4x1x3x2 + Zx4:p1x2m3 + Zx31422x1
+Zzgac4xlx2 + Zx3x2x4x1 + Z:ch:}clz4zg + ngzychl + Zach4:v1w37

@(M2341) :Zz413z2x1 + Zm4x3:z:1:p2 + Za:4:p2x311 + Zx4zgmlx3 + Zm4wlx3x2 + Zx4a:1x213 + ZI3x4IEQ.’I71
+ZZE3I4$1$2 + Z$3$2x4331 + Z-T33315541'2 + ZIQ$4$3x1 + ngx4x1x3 + Zx2x3334$1’

SO(M2314) :Zx4x3x2x1 + Zx4x3x1:132 + Zx4:r:2:t:311 + Z:L‘4xgxlx3 + Zx4x1x3x2 + Zz4a:1:r:2:z:3 + Zr3a:4xgx1
+Zx3x4x1x2 + Zx3x2x4x1 + Zx3x2x1:c4 + Zx3x1x4x2 + Zx3x1x2x4 + Zx2x4ac3:c1 + Zx2x4x1x3
+2Zx2m3x4x1 + Zx2x3x1z47

(P(M2143) :Za:4:c3x2x1 + Za:4x3$1:52 + Zx4:c2:r:39:1 + Zx3m4:c2:v1 + Zx3x4x1x2 + Zx3x2$4a:1 + Z:C3J:1a:4a;2
+Zx2m4$3x1 + Zw2x4x1z3 + Zx2z1x4m37

(P(M2134) :Z$4:03a:2331 + Zx4333m112 + 2Za:4a32$3$1 + Z$41‘2$1a)3 + Zx4:c1:v33:2 + Z:E4L731:1721‘3 + Z:D31‘41‘2$1
+Zm3m4mlgc2 + Zr3x2x43:1 + Z:E3l'2{[1(ﬂ4 + ZIE3(E1£B4LE2 + Z2311$2x4 + Zx2x43:3zl + Z$QZ4£E1$3



40 CHAPITRE 2. Etude de I'algebre de Hopf de mots tassés WMat

+Z$21314$1 + 21213331334 + Zx2351$41'3 + Zx2x1$3$47

SD(M1432) :Zx41312x1 + Zm4x3x1x2 + Zx4a:1:1:3:tg + Z:):g:v4zgml + Zzgm4x3x1 + Zx1x4x3x2a

(P(M1423) :Zx4x312x1 + Zx4x3x1x2 + Zx4a:1:r:3a:2 + Zx4x1x213 + ngxuchl + Zx3x4x1:r:2 + Za:g:r:4:c3:vl
+Zx2x4x1x3 + Zx1x4x3x2 + Zx1x4a:2:c3a

(P(M1342) :Zar4a:3x2x1 + Zx4x3z1w2 + Zx4z2x3a:1 + Za:3a:4:c2x1 + Zx3x4x1z2 + Zx2z4x3x1 + nga:4az1:z:3
+Zx2m3x4x1 + Zx1x4x3x2 + Zx1x4x2m3 + Zx1m3x4x27

(P(M1324) :Zx4m3x2$1 + Zac4ac33:1z2 + Zx4z2;tlac3 + Z:L’4ac1m3a:2 + Zm4ac1;v2x3 + Zx3x4z2$1 + 22:1333)41‘1$2
+Zugwozaas + Lagwoziwa + Lagmizaws T Lagwiwons T Laszawssy T Lagzazizs T Lwszsvaz:
+Zzgx3m1m4 + Zmlm4w3x2 + Zw1x43:2r3 + Zmlzgm4xg + Zx1m3x2x4a

SO(M1243) :Zz4m3:z:29:1 + Zx4:v3:v1x2 + 2Za:4a:2:p3x1 + Z:v4:r2x1m3 + Zx4m123x2 + Zm4m1x2:p3 + Z:E3:B4:E2{L’1
+Zx31411x2 + Zacgacz:mwl + Zx3x1x4zg + Zx21413xl + Zzgx4x1x3 + Zx2x3w4x1 + Zw2x114zg
+Zx1z413x2 + Zmlx4x2x3 + Zx1x3x4x2 + lexgxucgy

SD(M1234) :Zx41312x1 + Zz4x3x1x2 + Zx4a:2:1:3:r1 + Z:):4:vgz1363 + Zz4mlx3x2 + Zx4x1x2x3 + Zx3x4xgz1
+Zx3x4xlx2 + Zx3x2x4az1 + Zx3x2x1x4 + Zx3x1x4xg + ngxlxgx4 + Zx2x4x3:r:1 + Za:g:r:4:c1x3
+Z:c2a:3x4x1 + Zx2x3x1x4 + Zx2x1x4x3 + Zx2x1x3x4 + Zx1x4x3x2 + Zx1x4x2x3 + Zx1x3:c4ac2

+Z$1CC3$2754 + Z$1x2I4173 + ZZ'11’2$3$4‘

Réalisation polynomiale de ’algébre GH®. 1l est possible de donner pour certaines al-
gebres H une réalisation polynomiale. Cela passe par 1’établissement d’un morphisme injectif de
‘H vers une algebre A. Cette derniére est souvent une algebre tensorielle (e.g. [20, section 3.1],
|73, section 2.1], |72} section 3.8], [44], [78, section 3] ou encore [34]), mais peut également étre
une algebre symétrique comme dans la définition classique de 1'algebre de Hopf QSym (cf. [60,
61]). On peut méme ainsi obtenir une réalisation d’algebre de Hopf en construisant une cogebre
par dédoublement d’alphabet.

Ici, le choix d’une algebre tensorielle ou d’une algebre symétrique ne semble pas convenir. En
effet, dans ces deux cas, le produit obtenu est un simple battage. Or, pour GH®, le battage est
double. Nous allons donc considérer a la place une algebre de battage. Ce choix ne permettra
plus d’obtenir une cogébre compatible par dédoublement d’alphabet. En effet, il implique une
cogebre de déconcaténation alors que le coproduit de GH® est une déconcaténation par blocs.

Soit donc A = {a;, i € N*}, un alphabet auxiliaire infini, dénombrable et totalement ordonné
par lordre des entiers naturels. On pose A* ’ensemble de tous les mots obtenus a partir de A
et 'on considere I’algebre de battage Sh(A) muni du produit de battage habituel.

Proposition 41. On définit lapplication :

GH® — Sh(A)

TA ZO' — GO‘ - Z w,
weA*
Std(w)=0c

ot pour tout mot w € A*, la notation Std(w) correspond a la standardisation de w. L’application
r4 est un morphisme d’algéebres.
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Démonstration. Soient o1 € &, et 09 € &,, deux permutations. On a alors :

Ga’l G02 = E E Qjq - - ainl LU ai7L1+1 - ain1+n2
W1=0iy oGy €A™ W2=ipy Qi €A*
Std(’LU1)=O'1 Std(wg):UQ

- Z Z Z Qip—100) * Hiym1(n 1)

W1=0j .G, EA™ Wa=aj, g0 €A* peBat(ni,n2)

inl +ng
Std(wl ):0'1 Std(w2)=0'2
- Z Z Gi—101y o By (ny )
w=wiwz€ A* HEBat(ni,n2)

W1=0i; -Gigy
W=y gy
Std(w1)=01 et Std(w2)=02

= Z GTo(crl*gg)o,u*I-

T,uEBat(n1,n2)

2.2.2 Algebre de Hopf quotient des mots tassés stricts croissants
Une algébre de Hopf intermédiaire, celle des mots tassés stricts SPW
On consideére le sous-espace vectoriel Z de WMat défini par :
7 = (w € WMat, xy € Alph(w)).

Il est immédiat que Z est un biidéal de Hopf. SPW = WMat/Z est donc une algébre de Hopf

quotient. Par commodité, on écrira toujours les éléments de SPW sous forme de combinaison

linéaire de mots tassés w tels que z¢ ¢ Alph(w) et non sous forme de combinaison linéaire de

classes. L’algebre de Hopf SP'W sera appelée algébre de Hopf des mots tassés stricts.
Exemples. Quelques exemples d’éléments de SPW.

r123T9x1 € SPW, 1121 — 21 € SPW, 202011 — 2911 = Towox1 € SPW.

Proposition 42. SPW est librement engendrée par SPW N Irr(WMat).

Démonstration. Considérons un mot tassé non vide w € SPW. On voit w comme un mot tassé
de WMat tel que zg ¢ Alph(w). On sait que :

il existe un unique k € N et un unique (wy, ..., w;) € Irr(WMat)" tels que w = wy * - - - % wy,.
Supposons qu'il existe un entier ig € {1,...,k} tel que zy € Alph(w;,). Alors z¢ € Alph(w), ce
qui est exclu. O

Proposition 43. Dans SPW le produit s’exprime de la facon suivante :

.. SPW ® SPW — SPW
' u@v = U (V).
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Quant au coproduit, il s’exprime de la maniére suivante :

SPW — SPW ®SPW

A - w = A(w) = > pack(w[I]) ® pack(w[J]).
I+J={T,...|w|}
Alph(w[I])NAlph(w[J])=0

Exemples. Donnons quelques exemples pour illustrer les deux opérations de SPW décrites
dans la proposition précédente.
T2T1T2T3T1 * T2T2T3L1 = L2X1L2L3L1T5L5L6L4,
A(r1z121) = 2170121 @ 1 + 1 @ 2127121

A(z9m172) = 127179 @ 1 + 11 @ 2171 + 2171 @ 11 + 1 ® 1971 T0.

Remarques.

1. Par définition, la cogebre SPW est cocommutative.

2. la série formelle Fspw de SPW est donnée par la séquence A000670 de [84] :

|
Fspw(h)= Y. al,”i'ak,h” =1+ h+ 3h% + 13K + 75h* + 541h° + 468345 . .
2 arl
(a1...ar)En
1 D) =1

La série formelle des générateurs de SPW en tant qu’algebre est donnée par la séquence
A095989 de [84], a savoir :
1

— = h+2h% + 8h3 + 48h* + 368h° + 3376K° . ..
Fspw(h)

1

3. SPW est une algebre de Hopf graduée connexe cocommutative ; elle est donc isomorphe
a l'algebre enveloppante U(g) avec g = Prim(SPW). La série génératrice Fpyimspw) des
primitifs de SPW est donc la séquence A095993 de [84] :

Forimspw) (h) = h+ 2h* + 10h* + 598 4 446h° + 3965h° + . ..
On connait les espaces vectoriels Prim(SPW), et Prim(SPW),. Il s’agit de :

Prim(SPW), = Vect (z121, 122 — T221),
Prim(SPW), = Vect (W1,..., W)

ou Wy, ..., Wi sont les vecteurs linéairement indépendants :
Wi = zix119, We = wox171 — 117122,
Wy = zox121 — 12921, Wy = —x12903 — 2232921 + 3X3T129,
W3 = T2T1T1 — X1X2T2, Wg = —X1X3T2 — T3T2T1 + 23331’11,‘2,
W4 = T2T1X1 — T2X1X2, Wg = —X2X1X3 — T3T2T1 + 2$3$1$2,

W5 = T2x1T1 — X2X2T71, W10 = —X2X3%1 + T3Xx1X9.
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4. Dans SPW les seuls mots tassés primitifs sont de la forme x1 ...z ou n € N*,
———

n fois

Algeébre de Hopf des mots tassés stricts croissants ISPW

On considére maintenant le sous-espace vectoriel de SPW défini par :

ISPW = Vect (a:l X1 Ty Tpy € SPW (0,0, ..., ap) € (N*)"H).
foi foi
aq fois an, fois

Il s’agit d’une sous-algebre de Hopf de SPW. Elle sera appelée algebre de Hopf des mots tas-

sés stricts croissants. Elle est librement engendrée par < x1...x1,n € N*} et est isomorphe a
———

n fois
I’algebre enveloppante de ses éléments primitifs. On montrera dans la proposition que l'al-

gebre de Hopf ISPW et l'algebre de Hopf des fonctions symétriques non commutatives sont
isomorphes. Un isomorphisme explicite sera donné dans la proposition [78| de la section

On peut facilement calculer la série formelle de ISPW. En effet, pour tout entier naturel n
non nul,

{w € (ISPW),,, w mot tassé}

= ’{a F n}’ =27

On obtient donc : -
Fispw =1+ Z on=lpn,
n=1

Ainsi, la série formelle des primitifs est donnée par la séquence A059966 de [84] :
Forimaspw) = h + B> + 2h% + 30" + 6h° + 9h°® + 187 + 30h° 4 56h" + 9910 + ...
L’objectif maintenant est de déterminer quelques familles d’éléments primitifs de ISPW.

Lemme 44. Soit n € N*. On définit d,, comme étant la dimension de Prim(ISPW), . II
existe une base B = (e1,...,eq,) de Prim(ISPW)  telle que chaque élément de B soit associé d
une seule partition de n. Plus précisément, pour tout entieri € {1,...,dy}, il existe une unique
partition (a1 < --- < oy,) de n telle que

e; € Vect | x1...21... 2, ...25,0 € O, |.
—— N
ay(1) fois Qg (k) fois

Exemple. Considérons les mots tassés stricts croissants de degré 3. On obtient facilement
que Prim(ISPW), est un espace vectoriel de dimension 2 engendré par les vecteurs xyz121 et
x1T1T9 — T1T2xe. Le nombre 3 possede trois partitions ((3), (1,2) et (1,1,1)) et quatre composi-
tions ((3), (1,2), (2,1) et (1,1,1)). Le mot z1z1x; est formé d’un bloc de trois lettres identiques.
I1 est donc associé a la partition (3). La somme x12129 — 212222 est la combinaison linéaire d’un
mot dont la taille des blocs de lettres distinctes est régie par la composition (2,1) et d’un mot
régi par la composition (1,2). On associe donc ’élément a la partition (1,2). Les partitions du
type (1,...,1) ne sont associées & aucun élément primitif non nul.

——

n>2 fois
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Démonstration. On sait que Prim(ISPW), muni du crochet {—, —} associé au produit de conca-

ténation décalé, est l'algebre de Lie librement engendrée par I’ensemble { X1...21,M € N*}. O
——

n fois

Proposition 45. Soient n € N*\ {1} et f = (B1,...,0n) € (N*)" un n-uplet d’entiers
naturels non nuls deur d deux distincts. Dans ISPW , on définit I’élément

n—1 -
Pro= Y E:C—Uk<nk;1>W6ﬁk

cc&,_1 k=0
ol
- 1 2 n
%_<1am+1.“am—n+066m
- - 1 ... k-1 k kE+1 k+2 n
O aklo(l k=1 k4l 1 P n>€6np0ur1_/~c_n 1,

Wpe, =11 ---Tp ..y -

———
Bz, (1) fois  Bg, (n) fois

Pr. est un élément primitif.

Exemple. Voici un exemple d’élément primitif de ISP'W défini dans la proposition pré-
cédente.

’PT’(37174) =X1T1X1X2X3L3L3XL3 — 21‘1.%2.1‘2:62%3.7}3.%3%‘3 + T1X2T2X2L2X3L3X3
+21X121T2T2T2X203 — 2011 T1T1X2X2X2T3 + T1T1L1X1X2L3L3T3

:PT(374’1).

Démonstration. Soit n un entier supérieur ou égal a 2. Commencons par montrer le résultat
pour Pr(y ). Par calcul direct, on a :

Pro o= R T TR T SR SR
Tty = Y, LAz, zoom )} oo

S
o€6n-1 o(1)+1 fois o(n—1)+1 fois
ou {—, —} désigne le crochet de Lie associé au produit. Pour démontrer le résultat dans le cas de
Prg, ou B = (B1,...,5n) € N* est un n-uplet d’entiers naturels non nuls deux a deux distincts,

il suffit de considérer '’endomorphisme d’algebre de Hopf suivant :

ISPW — ISPW
r1...x1 sil<k<n,

Az —
B - T T B, fois
— Ti1...T1 sinon,
k fois
k fois

On obtient alors que Aﬁ(Pr(l,--.,n)) = Prg. O
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Remarque. Soient n € N*\ {1} et (51,...,5,) € (N*)" un n-uplet d’entiers deux a deux
distincts. Pour i € [1,n], on définit le n-uplet v; = (8i,B1,.-.,Bi-1,Bit1,---,0n). Grice a
I'écriture de Pr,, en fonction du crochet de Lie, il vient :

1.

n
Sg =Y Pry, =0,
i=1
2. 'espace vectoriel engendré par les éléments Pr,, est de dimension n — 1 sin > 2.
Proposition 46. Soient n € N*\ {1}, (a1,...,a,) € (N*)" et (B1,...,0n) € (N*)™ tel que

pour i # j on ait 3; # B;. Posons p=ag+---+ap et 0 = ay + -+ -+ ay,. Appelons v le O-uplet
vy=(1,--,7) = (B1y-- s B1y--, Bny- -y Bn). Dans ISPW, on définit I’élément

ay fois ay, fois
1 ot a;—1\ & p
P e X e (Y e (s,
a2!"'a”!a66pk=1 k—1 = s
ot
. _ 1 ... o a; +1 0
01’0(1 ..o 0(1)+a1 a(p)+a1 6697
5 . 1 ... ai—k+1 a1 —-k+2 ... 0—k+1 0—k+2 ... 0 €S
FO=\1 . a—k+1 c)+a; ... olp)+a1 a1 —k+2 ... o 0
Tk732<a1—k+8 al—k+s+1)€69pour1§k§a1 et 1 <s<p,
Oks =0ks—10Tks € Gg pour 1 <k <aq etl <s<p,
w,y’&kYSZSUl‘..Cﬂl....’Eg...SUg.

—— ——
Yoy, (1) fois sy (o) fois

Pr. est un élément primitif.

Exemples. Donnons quelques exemples d’éléments primitifs construits a partir de cette
proposition.

Pr(1,1,2,2) =T102T3T3T4T4 — 201 T2X2X3T4T4 + 201 T1T2T3T3T4 — T1T1T2T2T3T 4,
'PY’(2727173) =T1T1X2X2X3T4LALY — 2%1%1:62.%33731’4564%4 + 23311’2.%23333331:3%4334
—TL1X2X2XQX3TX3AL4L4 + T1TX1X2XQX3TX3AXLIL4 — 2x1$1x2x2x2x3x3x4

+2T1T1T1X2T2T3T4T4 + T1T1T1T2T3TITLTS.-

Démonstration. Soient n € N*\ {1}, (au,...,a) € (N*)" et (51,...,0n) € (N*)" tel que pour
i # j on ait f3; # (;. Pour tout entier ¢ de I'intervalle [1, 1] on pose 6; =i+ ag + - + oy et
on appelle v; le f;-uplet v = (B1,. .-, 51,082,352, -3 By -5 Bn)-

i fois oo fois oy fois

! Ag(Prq,..6,))- Pour tout entier i de I'intervalle [1, a1 —1]

as!...ap!

I est immédiat que Pry, =
on a
Pry,, ={r1...21,Pry}
1 fois
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ot {—, —} est le crochet de Lie associé au produit de ISPW. O

Remarque. Le procédé de détermination d’éléments primitifs explicité dans la proposition
permet d’obtenir une base de Prim(ISPW),  pour 1 <n <6.

Prim(ISPW), = Vect(z1), Prim(ISPW), = Vect(T1, T3, T3),
Prim(ISPW), = Vect(z121), Prim(ISPW), = Vect(Ry,..., Rq),
Prim(ISPW), = Vect(z12121, 212122 — 212222),  Prim(ISPW), = Vect(Uy, ..., Uy)

ou 17,715, T5 sont les vecteurs linéairement indépendants :

T =z12121701,
Ty =x12121T2 — T1T2X2L2,

T3 =x17120273 — 221022273 + T1T22373,
Ri, ..., Rg sont les vecteurs linéairement indépendants :

Ry =z12110171 21, Ry =w1210120003 — 20129027203 + T1T2237373,
Ry =m121017102 — 2102220272, R5 =X1T12T20273 — 20171227373 + T1X2T22373,

R3 =T1T1X1X2X2 — T1L1T2X2X2, R(; =X1T1T2X3L4 — 3x1x2x2:c3x4 + 33311’2:63%31’4 — T1X2X3X4T4.

et Uy, ...,Ug sont les vecteurs linéairement indépendants :

Uy =riryrie1c121,
Us =x12101212102 — T1X2T2T2X2T2,
Us =x12121217202 — T121T2T222T2,
Uy =x1012121 0203 — 2012202022273 + T12223T32373,
U5 =T1T2X2X3T3T3 — 2%1371.%‘2.%3%‘31}3 + T1T1X2X2X2X3
+T1T2X2X2X3L3 — 2.%'1.1‘11‘1.%’21‘3:1}3 + T1T1X1X2X2X3,
UG =X1X1Xx2Xx3X3L3 — 2.7}1.%21‘21'3.1‘31'3 + T1X2X9X2T3T3
+X1T1X2T2X203 — 20101 T1X2T2X3 + T1X1T1X2T3X3,
Ur =x12003230404 — 2012902037474 + 2012122032374 — T1T1T2T2T3T4,
Ug =x121T102T3%4 — 3X122L2X2T3%4 + 3X1T2X3T3L3L4 — T1X2T3L4T4TL,
Ug =x1x172073T4T5 — 4X1T2T2T3T4T5 + 61 T2T3T3T4T5

—4$1x2$3x4x4x5 + X1X2X3T4T5T5.

En degré 7, la proposition [6] permet d’obtenir 17 vecteurs linéairement indépendants sur 18.
Notons {—, —} le crochet de Lie de Prim(ISPW). Pour obtenir une base de Prim(ISPW)., il

ne manque que par exemple u = {xlxlxl, 777’(271,1)} i.e.

U = T1X1T1X2X2TX3T4 — 25611‘1:E1$2£L‘3$3:E4 + T1X1X1T2X3X4T04

— T1X1TXQX3XL4TAT4 + 2$1$2$2I3$4.’E45L‘4 — T1X2TX3X3XATATY.
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Proposition 47. Soient n € N*\ {1}, (a1,...,a,) € (N)" et (B1,...,0n) € (N*)" tel que

pour i # j on ait B; # Bj. Posons vy = (y1,...,7%) = (B1,---, 61+, Bny-- -, Bn) 0w 0 est Uentier
—_——— —_——
ay fois ay, fois

0=ai1+ -+ a,. Dans ISPW, on définit [’élément

Pry = - 3 i(—n”’l(i)—l 0-1 1\,
Toaq! o) ; o1y —1) 77
0'669 i=1
ot
Wy =T1 ... T1L...TH...TH-
— —~
Yo (1) fois Yo (6) fois

L’élément Pry., est primitif dans ISPW.

Démonstration. Soient n € N*, (aq,...,ay) € (N*)" et (B1,...,0,) € (N*)" tel que pour ¢ # j

on ait Bl 7é ﬁj Posons 0 = o) + -+ ap et Y= (71%"579) = (513--‘7/817"'aﬁn7'-',5n)'
——— ——_———
o fois oy, fois

Considérons 1’élément PTA(I

o(1) fois o(6) fois
0—1
0—1
= Z Z(_l)k< k >w7:k
TEGY_1 k=0
_/PT’(L ,0)
oll
- 1 2 0
TO_(l r1)+1 ... 7(0—1)+1>€69’
. 1 ... k k+1 k+2 ... 0
= <k<@-—
Tk Tk_lo(l o k41 kK k+2 .. 9)669p0“r1—k—9 1
Wz, =T1...21...2p...T4 -
—— ———
71 (1) fois 7 (0) fois
Donc Pry (1.0 €St U élément primitif de ISPW.

Grace a I'endomorphisme d’algebre de Hopf A défini par :

ISPW — ISPW
Ir1...21 511§k§9,

A i
v T1...21 — . fois .
— ri{...xr1 Sinon,
k fois
k fois
1
ona:Pry = AV(PTA(IW 0)). L’élément Pry est donc primitif dans ISPW.

O]
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Exemple. Posons v = (1,1,3,3,3). L’élément Pry_ est primitif dans ISPW.

777“/\V = — 3T 1T2T3T3T3T4T4T4TEXE5Ls + TT1T2T2X2XIXL4LL4TALTETELE + 201 L1 L1 L2L3L4T4T4TEL5LS
—3X1X2X2X2T3L3L3TATEL5Ls — ST1L1 L] TTITILIL4L5L5Ts + 20111 L2L2L2L3L4T5L5L5
+2x1m2x2x2x3x3x3x4x4x4x5 — 33311‘1.%‘1.%21‘31’3.%33341’4.%’4235 + 7(1311‘1.%’12321‘21‘2.%3%41‘4%4335

—3%11‘11’1%21‘21‘21’33331’3.%’4%5.

Remarques. Soient n € N*| (aq,...,ap) € (N*)" et (81,...,0n) € (N*)™ tel que pour

i # j on ait B; # Bj. Posons v = (B1,...,B1,...,Bn,...,0n)-
—— —
aq fois oy, fois
1. Si a; =1, les éléments Pry, et Pry sont égaux.

2.Si(n=2etar=ay=2)ou(n=3, a1 =2et ag =az=1), ie v=(51,p1, 52, HF2) ou
v = (b1, 81,52, B3), on a alors : Pry = —2Pr,.

3.Sin=2etay=1, ie.y=(B1,...,51,B2), on aalors Pry, = (-1 tipr,.

—_———
o fois

4. Si(n=2, a1 >2etaz>3)ou(n=3, a1 >2etas+az#2)ou(n>4eta >2),il
n’existe pas de scalaire k € K* tel que Pry = kPr,. En effet, en posant a3 = 0 dans le
cas n = 2 la multiplicité du mot tassé

op.cwp () (2 2) 2w (g a) Y k(2O
—_— Y —— —— N——
B2 fois 1 fois B2 fois B3 fois Bn fois

6 —2
est nulle dans Pr, alors qu’elle est non nulle, puisqu’égale a (—1)0‘1( ) — 1, dans

]
,PTAW-

5. Si(n=2,a1 >3 etaz=2)ou(n=3, a1 >3etay=ag=1), il n’existe pas de scalaire
k € K* tel que Pry, = kPry. En effet, en posant a3 = 0 dans le cas n = 2, la multiplicité
du mot tassé

Tr1...1*%T1...21 *(:Bl .. .J}l)al_l * (:Bl .. .1’1)a2_1 * (wl .. .1’1)a3
—_—— ———— N—— —— ——
1 fois Bo fois 31 fois 1 fois B3 fois

est nulle dans Pr, alors qu’elle est non nulle, puisqu’égale a ¢ — 1 4 (—1)9, dans Pry_ .

Algébres de Hopf SPW® et ISPW?
L’objectif ici est de présenter les opérations des algebres de Hopf SPW® et ISPW®.

Cas de SPW®. Notons (Z,) wespw la base duale des mots tassés stricts.
w mot tassé

Proposition 48. Le coproduit de la cogebre SPW® est donné par l'application suivante :

SPW® — SPW®gSPW?®

A k
Zy +—  A(Zy,) = Z()Zwl*---*m ® Zup; s 14410y
1=

ol wi * - -+ x wy, est l'unique décomposition de w en produit d’éléments irréductibles de WMat.
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Exemple. Un exemple pour illustrer le coproduit de SPW®.
A(ZmQZEIwlx?ym313) = Z$2x11'123$3Z3 ® 1 + Z:B2£E1£E1 ® Z£E1£E1{L'1 + 1 ® Zz2xlmlx3w3x3'
Proposition 49. Le produit de ’algébre SPW® est défini par lapplication :

SPW® © SPW® — SPW?®

m: Zyy @ Loy, > Z‘ro(w1*w2)op,—1
TE€Bat(s1,s2),
peBat(ny,n2)

ot pour i € {1,2}, n; = |w;| et s; = sup(w;).

Exemple. Un exemple de valeur du produit de SPW®.

ngxl ZI1:C1 == Tox1WTr3xs + ZSC3I1LUCC2I2 + ZI3SC2LUI1I1

:ngxlxgx;; + szxga:la:;; + szxgcchl + Z:chgxlzg + ngxzx;;xl + Zx;;x;;:(:ga:l

+Z$C3x11'2$2 + Zl'3$2$1$2 + ZJ»’3J323323?1 + Z$23?3x11'2 + Zx2$31’2$1 + Z-T2J»’2$3l’1
+Zx3:v2x1w1 + ngxl;mxl + Z;t3ac1a:1x2 + Zm1x3$21‘1 + Z:D1$3Z‘1LE2 + Zwl;tlmgacg-

Cas de ISPW®. Notons (le R /3 DO A l’n>(n7a17_”7an)€(N*)n+l la base duale des mots tassés
——— ——

aq fois an fois

stricts croissants.

Proposition 50. Le coproduit de la cogébre ISPW® est donné par Uapplication suivante :

ISPW® —s ISPW® @ ISPW?

n
A Zyy .. . X1y .. Ty ZZarl...:cl...:ci...mi®Zx1...x1...xn_i...xn_i-
—_——— —— =0 “—————— N—— —_—— —,—, , —
aq fois an fois aq fois a; fois o4 fois an fois

Exemple. Un exemple pour illustrer le coproduit de ISPW®.
A(ZI11‘112x3x3333) = Zmlx1x2x3x3$3 ® 1 + lexl ® Z$112$2x2 + Z$11'112 ® lexl$1 + 1 ® Z$1x13325531'313'
Proposition 51. Le produit de l’algébre ISPW® est défini par 'application :

ISPW® @ ISPW® — ISPW®

m:¢ Zxy...x1. Xy Tp ® Zxy...x1.. Tg...Tq Yo Zry...x o Tpyq -+ Tpiq
\W—’ H,—/ H/—’ H,—/ T€Bat(p,q) S~ ——
ay fois ap fois By fois Bq fois ’\/7'71(1) fois ’YT_l(p+q) fois
ou

o siie{l,...,p},
Vi = ..
"By siie{p+1,....p+aq}

Démonstration. Soient wy = x1...21...Tp...Tp €t W = X1 ...T1...T4...24 des mots tassés
——— —_———

a fois ayp fois 1 fois Bq fois
stricts croissants. Considérons un mot tassé strict croissant w = x1...21...2s...2xs et calculons
~—

~———
01 fois 05 fois
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(Zw, Zw,)(w). On a :

(Zw1Zw2 Z Z Zwl(lrl....CCl...xk...xk)sz(xl...331...1’5,]&‘....%3,]{)
=01<i1 << <s v
1 k= 0;, fois 0y, fois 0., fois Ou, , fois

S
=> D> Okl a0 0005 k00u, 51 - 06 5,

k=01<t1 << <s

ofl{ul<---<us_k}:[[1,3]]\{i1,...,ik}. ]

Exemples. Quelques exemples de valeurs du produit de ISPW®.

Z:c1x1 lexl :22951171:02:02 ;

Zx1x250229011’1 :2ZI19629021‘3133 + ZSC1501962$31’3'

Isomorphisme entre ISPW® et QSym. Considérons I'algébre de Hopf des fonctions
quasi-symétriques notée QSym (cf. section du chapitre [I]) et réécrivons maintenant les
opérations de ISPW® en terme de compositions. Pour tout entier n € N* et tout n-uplet
(ki,...,kn) € (N*)", posons Z(kyykn) = Zx1...01.. Ty ... T, Le produit et le coproduit de

—_—— Y—

kq fois kn,
ISPW® se réécrivent de la facon suivante : pour tous les entiers n,m € N* tout n-uplet
(k1,...,kn) € (N*)™ et tout m-uplet (I,...,ly,) € (N*)™

2k eesen) 2 (11 i) T (ko)1 i)

A(Z ks, k) =Z(krohn) @1+ 1@ Z( ey + Z Z, ) ® Z,

it1ye0y )

Proposition 52. Les algébres de Hopf QSym et ISPW® sont isomorphes.

Démonstration. On sait que les algébres de Hopf QSym et ISPW® ont méme série de Poincaré-
Hilbert et qu’elles sont graduées, connexes, colibres et commutatives. Elles sont donc isomorphes.
O

Remarque. Un isomorphisme explicite entre ISPW® et QSym sera donné dans la sec-
tion [2.3] par la proposition

Considérons maintenant 1’algebre de Hopf des fonctions symétriques non-commutatives NSym
(cf. section du chapitre . Il s’agit du dual gradué de QSym. On a alors la proposition
suivante :

Proposition 53. Les algébres de Hopf NSym et ISPW sont isomorphes.

Démonstration. 11 suffit de dualiser la proposition précédente. ]

Remarque. Un isomorphisme explicite entre NSym et ISPW sera donné dans la section
par la proposition
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2.2.3 Algebre de Hopf des compositions étendues
Algebre de Hopf C.

Construction de C.. On appelle espace vectoriel des compositions étendues, ’espace C. défini
par :

C. = Vect ((ao,al, cooar) €N X (N*)k,k S N).

On définit I'application linéaire surjective suivante :

w==aj ..., + (W, -, W

s

{ WMat — C,
II:
cun(u))°
Pour w =x;, ... x;, € WMat et 0 € & on pose w, = Liyyy - Lig(e)- Le noyau de ’application
IT est I'espace vectoriel J = ker(Il) = (w — wy, w € WMat, 0 € &\,).
Proposition 54. 7 est un biidéal de Hopf de WMat.
Démonstration. Soit v,w € WMat deux mots tassés, o € &,. On appelle «, 3, k et s les

entiers respectifs sup(v), sup(w), |v| et |w|. On a :

vrk(w—wy) =vkw —vxw, =0T (w) —vT,(wy) =u— ug

ol
B . (1 ...k k+1 ... k+s
U—UTa(w)etU_<1 ok k+o(l) ... k+"(s)>
et
(w —wg) x v =1'—u,
ol
- I ... s s+1 ... s+k
r ’
u_wTﬁ(v)eta—<a(1) ooo(s) s+1 ... s+k>'

On obtient donc que J est un idéal de WMat.
Considérons maintenant A(w — wy).

Alw — wy) = A(w) — A(w,)

pack(w|[I]) ® pack(w[J]/w[I]) — pack(w,[I]) ® pack(wg[J}/w[I])>
I+J= {1, Slwl}

(pack ) pack(wlJ]/wl1)) ~ pack(ws[U7]) & pack(ua [V wlU1) )
I+J= 1, sJw[}

o Uy =o"Y(I) et Vy =0"1(J). On a donc A(w —w,) C J ® WMat + WMat ® J. Ainsi, J
est un coidéal.
Au final, J est un biidéal de Hopf de WMat. O

WDMat/J est donc une bigebre graduée, c’est donc une algebre de Hopf quotient de WMat.
En identifiant maintenant WMat /7 et C., on peut munir C. d’une structure d’algebre de Hopf.
Reste alors & décrire ses opérations.
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Proposition 55. Le produit de l’algeébre C. est donné par lapplication :

N C.®C — C.
' (Oéo,...,(ls)®(60,...,/3k) — (040‘1‘5070417---aa37ﬂ17---a5k)~

Exemples. Donnons quelques exemples pour le calcul du produit de l'algebre Ce.

(0,1,4,2) % (3,2,2) =(3,1,4,2,2,2),
(3,2,2) % (0,1,4,2) =(3,2,2,1,4,2),
(2,3,4,1,2) % (12,3,14,4) =(14,3,4,1,2,3,14,4).

Remarque. L’algebre C. ne peut étre libre du fait de l'existence de la lettre zg dans
I'alphabet de WMat. Les éléments (ag) pour oy € N sont centraux. Si on considére la sous-
algebre C engendrée par les éléments de la forme (0, ay,. .., a;) € (N*)* avec k € N, celle-ci est
alors libre : il s’agit de 1’algebre tensorielle T'((0,n),n € N*).

Proposition 56. Le coproduit de la cogéebre C. est donné par application :
Cc — C.®Ce

Qg+,

oy P
A (Ol[), cee aap) — Z Z Z Z Z Ca,a,n,[,s,KIta,a,n,[,s,KI
a=0n=01<5;<---<ip<p s=n kil-‘r"'-‘rk‘inis

1<k;; <ai,
[ @0 iy 5,
Ca,an,I,s,K; = a k. o\ ks )
11 in

n
toc,a,n,[,&KI :(CL, kila cee 7k2n) ® (040 —a+ Z(aij - kij)? Qappyevey Oéupfn)a
i=1

ol

{ug <+ < up_n} =[1,p]\ {i1, - in}-

Exemples. Donnons quelques exemples pour le calcul du coproduit de la cogébre C.. On
ne donne que les coproduits réduits.

((1,1,1)) =(1) ® (0,1,1) +2(0,1) ® (1,1) + (0,1,1) ® (1) + 2(1,1) ® (0, 1),
((0,2,1)) =(0,1) ® (0,2) +2(0,1) ® (1,1) + (0,2) ® (0,1) +2(0,1,1) ® (1).

B B

Remarques.

1. La cogebre C. n’est pas colibre. En effet,

Prim(C.), = Vect((1), (0, 1)),

Prim(C.), =(0),

Prim(C.); = Vect((0,1,2) — (0,2,1))

= 2h.

[e.e]
Or, la série formelle de C, étant égale a Fp_ (h) = Y 2"h" = onal-—

n=0
Donc, si Ce était colibre, on aurait Prim(C.); = (0) ; ce qui n’est pas le cas.

1 _1
1—2h> Fe, (h)
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2. Les seules compositions étendues primitives sont celles de degré 1, i.e. (1) et (0,1).

Structure de coproduit semi-direct. L’objectif de ce paragraphe est de décrire la structure
d’algebre de Hopf de C. en fonction de celle de I’algebre de polynémes K[(1)] et de celle de
I'algebre tensorielle T((0,n),n € N*). Pour cela, nous allons établir un isomorphisme entre C,
et le coproduit semi-direct d’algebres de Hopf K[(1)] x T((0,n),n € N*).

Rappels. Commencons par quelques rappels sur le coproduit semi-direct d’algebres de
Hopf (c¢f. [70]). Considérons donc (H,mpy,nu, Am,cu) et (C,me,nc, Ac,ec) deux algebres de
Hopf. On suppose que C' possede une structure de H-comodule a droite donnée par le mor-
phisme :

_ { C — C®H
P c EC(l) ® C(2)-

On définit la volte v par :

HC — C®H
) Z8
h®@e — c®h.

On appelle Idy (respectivement Idc) la fonction identité de H (respectivement C').

Définition 57. 1. C est une comodule-algébre si meo et no sont des morphismes de H -
comodules i.e.

ponc = (nc®nu) o py et pome = (me®@mpu)o (Ide @v @ Idg)o (p® p).
2. C est une comodule-cogébre si Ac et ec sont des morphismes de H-comodules i.e.
(ec®Id)op =npoec et (Ac®Idp)op = (Ide@Idc@mp)o(Idec@v@Idg)o(pRp)oAc.

3. C est une comodule-bigébre si elle est a la fois une comodule-algébre et une comodule-
cogebre.

Sur H ® C' on définit les morphismes suivants :

m=(mg ®meg)o (Idg @ v @ Idg),

ﬁ:nH ®7707

€ =eyg ®eg,

ZZ(IdH®Idc®mH®IdC) o(ldg®@v®Idyg ® Idc) o (Ag ® p® Ide) o (Idyg @ Ac).

Théoreme 58. Supposons que H soit une algébre de Hopf commutative et que l'algébre de
Hopf C soit une comodule-bigébre. On obtient alors que (H @ C,m,7, A,€) est une algébre de
Hopf notée H x C' et appelée coproduit semi-direct de C' par H.

Démonstration. 11 s’agit du théoréme 2.14 énoncé et démontré par Molnar dans [70]. O]

Interprétation de C. en terme d’un coproduit semi-direct d’algebres de Hopf.
Interprétons C. comme le coproduit semi-direct d’une algébre de Hopf C' par une algebre de
Hopf H. Pour cela posons H = K[(1)] et C = T((0,n),n € N*). Commencons par expliciter les
opérations de ces deux algebres de Hopf.
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Cas de H. L’algebre de Hopf H est isomorphe a I'algébre de polyndémes K[X]. Son produit * g
est donc donné par le produit habituel des polynémes i.e. :

. H®H — H
Tl ®eW = ® @)= 1) = (k+1D).

Le coproduit Ay rend (1) primitif. Il est ainsi compléetement déterminé.

Illustrons les deux opérations de H par des exemples.

[3(1)% = 4(1) + 6]+ [(1) — 1] = 3(3) — 7(2) + 10(1) — 6,
1)]
)-

Exemples.
[3(2) = 4(1) + 6] x5 [(1) — 1] =
Ap((3)—2(1) +4) =[(3) —2(1)] @1y +1x ® [( ) —2(
+41p @1 +3(1) @ (2) +3(2) @ (1

Cas de C. L’algebre de Hopf C' est isomorphe a celle des fonctions symétriques non commuta-
tives NSym. Son produit ¢ est donc donné par concaténation i.e. :

o cCeC — C
¢ 0,m1,...,n%) @ (0,m1,...,ms) —  (0,n1,..., 0, Mm1,...,Mg).

Son coproduit A¢ est compléetement déterminé en rendant primitifs ses générateurs 7.e. :

A C — OecC
) (0,n),neN* — (0,n)®1c+1c® (0,n).

Exemples. Ilustrons les deux opérations de C par des exemples.

(Oa 2,3, 1) *C (Oa 9, 47 6) :(07 2,3,1,9, 47 6)7

Proposition 59. On définit lapplication suivante :

C — C®H

ni+--+ng—1 n n q
(0,711,...,71(1) — Z Z (k‘i)(k‘:)(O’kl”kq)@(Zn]_k])

p:
s=q ki+-+kq=s
1<k;<n;

+(0,nq,... ,nq) ®1pg.

(C,p) est un H-comodule a droite.

Exemples. Donnons quelques exemples de valeurs de p.

klk

p((0,3)) =3(0,1) © (2) +3(0,2) ® (1) + (0,3) © 1m,
p((0,2,2)) =4(0,1,1) ® (2) +2(0,1,2) @ (1) + 2(0,2,1) ® (1) + (0,2,2) ® 15.

n—1
p((0,n) =>" (n) (0,k) ® (n — k)4 (0,n) ® 1z pour n € N¥,
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Démonstration. Soit (0,nq, nq) € C\{1¢}. Calculons p((0,nq, )) a partir de p((0,n;))
pour j € {1,...,q}. Posons d’abord § =n;+---+ng. On a:

E) n;—1 .
p((07n1)) .- p((ovnq)) = H [Z (]{]> (07 k]) ® (nj - k]) + (O,TL]‘) ®1lg
j=1 [k;j=1 \'"J
0—1

S D S () B () (TR R
5=q k1+-+kq=s 1 q
1<k;<n;

+ (0,711, .

‘e ,nq) ® 1H
:p((oanh'

7nq))'
Ainsi pome = (mc ®@mp) o (Idc @ v ® Idg) o (p® p) i.e. p est un morphisme d’algebres de C
dans C'® H. Donc, pour montrer que (Idc®@Apg)op = (pRIdg)op et que (Ide®ep)op = Idc
il suffit de le vérifier pour les éléments (0,n) tels que n € N*. Soit (0,n) € C'\ {1¢}. On a alors
n—2n—k—1
(Ide @ Ap) o p((0,n

RS (Z) (n;k>(0,k)®(l)®(n—k—l)
k=1 I=1

ket m -k z( )

(n—k)®1y
1

(0,m
et

n—1k—1
(p®Idg)op((0,n)) =

>y <k> <k>(o»l)®(k‘l)®(nk)
k=2 1=1
n 1

n—1
> (0,k) ®1H®(n—k)+z (Z)(O,S)@(ns)®1H
s=1
+(0,n) ® 1y ® 1g.

n—1k—1
Or, en posant SomzZZ(ll{)() —1)®(n—k)ona
k=2 I=1
n—2n—I[—1 ]C—l—l)( TL)
Som = 0,Hi®k)@n—Fk—1
le2< L Jenem e m—k-
n—2n—I—1

=>. > ()( l)(Ol) (k)@ (n—k —1).
=1 k=1

On obtient donc (p ® Idy)op= (Idc ® Ag)op

n—1
De plus, (Idc @ eg) o p((0,n)) = Z (Z) (0,k)er((n —k)) + (0,n)eg(1g) = (0,n). On a
k=1

Proposition 60. C est une comodule-bigébre

donc (Ide ® eg) o p = Idco

O]
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Démonstration. Structure de comodule-algébre. p(1¢) = 1¢ ® 1y par définition. Dans la
démonstration de la proposition 59} nous avons déja prouvé 1’égalité entre les morphismes
pome et (mg®@mpg)o (Ide@v® Idg)o(p® p).

Structure de comodule-cogébre. Il est immédiat que (ec ® Idg) o p = ng o c. Soit main-
tenant (0,n) € C'\ {1¢}. On a alors :

n—1
(Ac @ Idg) o p((0,n)) ="

(Z) 0,k)®1c ® (n— k)

S >
—

+I;<Z>1c®(0,k)®(n—k)
+0,n)®@1lc@1lg+1c®(0,n) ® 1g

et

9((0,n)) =(Idc ® Idc @ my) o (Idc ® v @ Idg) o (p® p) o Ac((0,n))

:z< ) 0,k) 9 1c® (n—k) + (0,n) ® 1o ® 1y
k=1

n—1

Z( >1c® 0,k)@(n—k)+1c®@ (0,n) @ 1g.

Done, (Ac ®@ Idy)o p((0,n)) = (Idc ® Idc @ mp) o (Idc @ v ® Idg) o (p® p) o Ac((0,n)).
Comme p et A¢ sont des morphismes d’algebres, 1’égalité précédente suffit pour montrer

légalité entre (Ac ® Idg)opet (Ide @ Ide @mp)o (Ide ®@v® Idg)o (p® p)oAc.
]

D’apres le théoreme [58| page on peut considérer I'algebre de Hopf coproduit semi-direct
HxC.

Théoreme 61. L’application

T Cc. — HxC
. (04070417---70%) = (CMO)@(O,OQ,...,O(]C)

est un isomorphisme d’algebres de Hopf.

Démonstration. Le fait que T soit un isomorphisme d’algebres est immédiat. Dans cette dé-
monstration notons A¢, (respectivement A) le coproduit de C. (respectivement le coproduit de
H x C). Montrons que (Y ® T) o A¢, = Ao Y. Comme YT, Ac, et A sont des morphismes
d’algebres, il suffit de le montrer pour (1) et tout élément de C. de la forme (0,n) ou n € N*.
Pour (1), c’est immédiat. Soit maintenant n un entier naturel non nul.

n—1

Aox((0m) =Y (Z) [ ® (0, k)] @[(n k) © 1]

k=1
+lg @ 0,n)]@1lg@1lc]+[lp®@1c] @ [1g @ (0,n)]

Z( >T®T ((0,k) @ (n—k)+TRY((0,n)@1c,)+ T @ Y(1le, @ (0,n)).
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Ainsi, Ao Y((0,n)) = (Y@ T) o A, ((0,n)). O

Actions liées a la structure de coproduit semi-direct. Pour définir la structure de copro-
duit semi-direct de C = T((0,n),n € N*) sur H = K](1)], nous avons eu recours a une coaction
a droite p, a savoir :

C — CQ®H

ny+--+ng—1 ny n q
p: (Oanla"'vnq) — Z Z ( ><kz>(0,k1,,k’q)®(znj—
7=1

5=q  kyt-tkg=s k1
1<k;<n,

+(0,n1, R ,nq) ® 1.
Cette coaction permet de mettre & jour deux actions : I'une de H® sur C®, I'autre des caractéres

de H sur ceux de C.

Action duale de p. Transposons l'opération p afin d’obtenir une action a gauche de
H® sur C*. Avant de décrire cette action, notons d’abord (Z(gn,,...n.))(s,(n1,....ns))eN* x (*)s €t
(Z (k) ) ken+ les bases duales respectives de C* et H®.

Proposition 62. L’action duale de p est donnée par le morphisme :
C*@ H® — C®

ny + 51 ng + 55
o Z0n1,ms) @ Lk) Z ( ) ( >Z(O,n1+51,...,ns+63)7

d01++ds=k m Ms
6; N
10@ & Z(k) — 0.
Démonstration. On le démontre par calcul direct. O

Exemples. Quelques exemples pour illustrer 'action explicitée ci-dessus.

p*(Z(07n17 L ) ® 1H®> :Z(07n17"'7n5)7
P (Z(0,5,23.4) @ Z(1)) =Z(0,6,234) T Z(0,5,24.4) + Z(0,5,23,5)
P (Z(0,5,23.4) ® Z(2)) =Z(0,7,23,4) + Z(0,5,254) + Z(0,5,23,6) T Z(0,6,24,4) T 2(0,6,23,5) T Z(0,5,24,5)-
Action des caractéres de K[(1)] sur ceux de T((0,n),n € N*). Notons Char(H) et

Char(C') les caracteéres de H et C respectivement. On désigne par K[[X]]+ I'espace vectoriel des
séries formelles sans terme constant.

Proposition 63. Définissons les morphismes :

(K,+) — (Char(H),+)

WH : H — K
' Ao {<1> SN
K[X]+,+) — (Char(C),+)
we n ¢ — K
¢ nzla"X — (0,8) +—  slas,
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et
(K[[X]l+,+) — (Char(C), +)
= ¢ — K
we S
an X" — a
ngl " { (O,S) — ?L:

Ces trois applications sont des isomorphismes de groupes.
Démonstration. Direct. O

Gréce aux isomorphismes wp, we et W, donner une action de Char(H) sur Char(C) revient
a donner une action de K sur K[[X]];.

Proposition 64. Soit Q 'application :

KxK[[X]l+ — K[X]]+

o (Na) = ) @ < > _lwela) @ wi(N)) o p)((0, n))X”> ((0,5))X*
s=1 n=1

ot p désigne la coaction p : C — C ® H définie dans le paragraphe précédent. Il s’agit de
Uapplication
o. | KxKIX], — K[X],
' (\a) — ae*¥.

Elle définit donc une action de K sur K[[X]]+ et, par suite, une action de Char(H) sur Char(C).

Démonstration. Soient A un élément de K, a une série formelle sans terme constant et n un

o0
entier naturel non nul. Posons b = > b5 X® = Q(\,a). On a alors :
s=1

n )\n—k

(we(a) @ wi(A)) o p((0,n)) = kzn:l (Z) Klag\"F = n! Z ag Ik

k=1

Or,
(we(a) @ wg (X)) o p((0,n)) = nlb,.

On obtient donc que b, = (ae)‘X , X™). Ainsi b = ae*X et Papplication © définit une action. [

Intéressons-nous maintenant aux éléments primitifs de C. et déterminons-en quelques pro-
priétés.

Etude des éléments primitifs de Ce.

k
Proposition 65. Soient n € N avecn > 2, k€ N et u= 3 pus(Bso,--.,Bsp,) un élément

s=
primitif de (Ce)pn. Supposons qu’il existe un entier s € {1,...,k} tel que (Bso # 0 et ps > 1) ou
(Bs0 > 2 et ps =0). On a alors : ps = 0.

k
Démonstration. Soient n € N avecn > 2, k € Net u = Y pus(8s0,---,0sp,) un élément de
s=1
Prim(C.),,.

Cas 50 # 0 et ps > 1. Le coefficient ¢; de (1) ® (Bs,0 — 1,851, -, Bsp,) dans A(u) est donc
nul. Or ¢ = Bs,ops- Donc ps = 0.
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Cas ;0 > 2 et ps; = 0. Le coefficient ¢ de (1) ® (850 — 1) dans A(u) est donc nul. Or ¢, =
/BS,O,Us- Donc ps = 0.
[

Pour obtenir des informations supplémentaires sur Prim(C,), regardons, pour la proposition
suivante, C, sous sa version WMat/7. Dans WMat/J, on identifie les classes avec les mots

tassés zg...2xo... Tk ... Tk (k,ap €N, aq,...,a € N¥).
——— —_————
aq fois ay, fois

k
Proposition 66. Soient k € N* et u= ) psx1...21...2p, ...2p, un élément de C,.
s=1 S—~—

s s
———
Bs,1 fois Bs,ps fois

u € Prim(WMat/J) = u € Prim(ISPW).

Démonstration. Dans la démonstration, les coproduits de WMat/J et ISPW seront notés

k
AwmMat/g et Aispw respectivement. Soient k € N* et w = > psz1...21...2p, ... Tp, un
s=1 M~ ——
Bs,1 fois Bs,ps fois

élément de C.. Supposons que u soit primitif dans WMat /7. Alors, pour tout s € {1,...,k} et
tout k-uplet (e1,...,ex) € ({0,11)F\ {(0,...,0),(1,...,1)}, le coefficient du tenseur

(1. 2)T %k (@ 2)P @ (2. T ek () TP
—— —— S——
Bs,1 fois Bs,ps fois Bs,1 fois Bs,ps fois
dans Awnat 7 (w) est nul. Or, dans ISPW, le coproduit de u est égal a :
k  ps
AISpw(u):ZZ Z s Tl e 1o X B R XL oo L] e L]« L]
s=11=0 1<i; <-<i;<ps ~ ~ . —
Bs,zl fois S:le fois Bs,ul fois ﬁs,up 1 fois
ou {ur < -+ <wup, 1} =[1,ps] \ {i1,...,4}. uest donc primitif dans ISPW. O

Exemple. Considérons 1’élément u = (0,1,1,2) — 2(0,1,2,1) + (0,2,1,1). I est primitif
dans C.. Dans ISPW, u correspond a 1’élément w = z1x0x313 — 22122293 + T1x12223. D’apres
la proposition [46] w est bien primitif dans ISPW.

L’objectif maintenant est donc d’étudier la réciproque de la proposition précédente. Elle
s’avere étre fausse. En effet, si 'on considere les éléments primitifs de ISPW établis dans les
propositions 45| a seule une sous-famille particuliére permet d’obtenir des éléments primitifs
dans C.. Pour le démontrer, définissons les éléments de C. induits par les propositions [46] et

Définition 67. Soient n € N*, (a1,...,an) € (N*)" et (S1,...,0n) € (N*)" un n-uplet
d’entiers deux d deux distincts. On note p=ag+---+ay et = a1+ -+ an. On appelle v le

e'uplet7: (1817'"7617"’7/8n7"'7ﬁn)'
— —
ay fois ay, fois

On note I'y et T'y les éléments de C. définis par :

a1 o — p
F7 = agllan' Z Z(_l)kfl ( kl_ 11> g(_l)s (i) Uy 5y s

T oe6, k=1
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ot
- B 1 ... g a; +1 0
"17(’(1 ooar o) 4ar ... o(p)+a1>€69’
. (1 .o ar—k+1 oq—k+2 ... 0—-k+1 O0—-k+2 ... 0 &
IO\ ar—k+1 o()4+ar ... op)+a1 aa—k+2 ... m 0

Tk75:<0é1—k+8 ozl—k+s+1) €6y pour 1 <k<ajetl<s<p,
Ok,s =0k,s—1°Ts € Gg pour 1 <k <oy et 1 <s<p,
U'Yv&k,s :(0’ ,ya'k,s(l)’ e ’rya'k,s(e))’

et
1 o 1 6—1
FA = (71)0— -1 . (0’7 1)y e -5, 9).
K all...anlaezée; o) —1) " oW o)

Pour énoncer la proposition suivante introduisons une nouvelle notation. Soient x un entier
non nul et v = (0,71, . ..,7x) une composition étendue. On définit ’ensemble d’éléments distincts
L. par :

L7 = {(0770(1)7 s 7’70(/'{))7 o c 6%}
Proposition 68. Soient k un entier naturel non nul, (ai,...,ax) et (f1 < -+ < ) deux
k-uplets d’entiers naturels non nuls, 8 = (0,B1,...,081,..., Bk, ..., Pr) une composition étendue
—_—— —_——
ay fois ay, fois
etu= Y puw un élément deC.. Supposons que u soit un élément de Prim(C.). Posons fy = 0.
wGLB

S’il existe un entier i € [1,k] vérifiant B; > Bi—1 + 2, alors I’élément u est nul.

Démonstration. Soient k € N*, (ay,...,a;) € (N)* 8 = (0,61,...,81 < -+ < Brs--r, Br)
—_——— ——
«a fois ay, fois
et u = > pow des éléments de C.. Posons By = 0. Supposons que w soit primitif et qu’il
UJELB

existe ¢ € [1,k] tel que B; > f;—1 + 2. Ecrivons 3 sous la forme 8 = (0,71, ..., Yay+-+a;) avec
v; = By ot I est "'unique entier tel que j € {(oq +---+ -1+ 1),..., (a1 +--- + a;)}. Posons
M:max{l S {1,...,(a1+---+ak)},'yl :5Z}

Soit w € Lg. Il existe 0 € Gayttay tel que w = (0,75(1)s - -+, Yo(ar+tay))- Comme u est
primitif, le coefficient c,, de (0,75(1),-- -7 — 1, -+, Yo(ar+-tay)) @ (1) dans A(u) est nul. Or
cw = Biftw- Donc pi, = 0. Comme ceci est vrai pour tout w € Lg, on obtient que u = 0. O

Corollaire 69. Soient n € N*, (aq,...,ay) € (N)" et (B1,...,08n) € (N*)" un n-uplet
d’entiers deuxr d deux distincts. On suppose que pour toute permutation o € &,, le n-uplet
(Bo(1)s - -+ Bo(n)) vérifie la condition (B,(1y; .-, Bsm)) # (1,...,n). On pose 0 = ay + -+ + an
et on appelle v le O-uplet v = (B1, ..., B1y- -y Bny-- -, Bn)-

ay fois an, fois
Les éléments I, et Iy, ne sont pas des éléments primitifs de Ce.

Contre-exemples. Les éléments suivants ne sont pas primitifs dans C..

L35 =(0,1,3,5) —2(0,3,1,5) +(0,3,5,1) + (0,1,5,3) — 2(0,5,1,3) + (0,5,3,1),
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1—\(1,1,376) :(Oa 17 17 37 6) - 2(07 1> 37 17 6) + 2(07 37 1> 67 1) - (0’ 37 6,1, 1)
+(0,1,1,6,3) — 2(0,1,6,1,3) +2(0,6,1,3,1) — (0,6,3,1, 1),
PAGsss == 3(0,1,1,3,3,3)+ 7(0,1,3,1,3,3) +2(0,3,1,1,3,3) — 3(0,1, 3,3,1, 3)
~8(0,3,1,3,1,3) +2(0,3,3,1,1,3) + 2(0,1,3,3,3,1) — 3(0,3,1,3,3,1)
17(0,3,3,1,3,1) — 3(0,3,3,3,1,1).

Proposition 70. Soient n un entier naturel tel que n > 3, (av,...,ap) € (N*)" un n-uplet
ets € &, une permutation. On pose § = a1+ - -+ay, et on appelle v le O-uplet v = (y1,...,7) =

(s(1),...,¢5(1),...,5(n),...,c(n)).

oy fois an, fois

Les éléments Iy et I'y ne sont pas des éléments primitifs de Ce.

Démonstration. Soient n un entier naturel tel que n > 3, (a1,...,a,) € (N*)" un n-uplet et
¢ € 6,, une permutation.

1. Supposons n > 4 ou n = 3 avec (1) # 2. Soient i,j € [2,n] tels que ¢(j) = ¢(i) + 1.
Considérons le tenseur

(0,6(1),...,6(1),...,6(4)---5s(4),s(5) — 1,...,5(n),...,s(n) ® (1).
—_—

a1 fois o;—1 fois ay, fois

Déterminons maintenant c, (respectivement c,.) sa multiplicité dans A(T') (respective-
ment dans A(T'y_)). On a :

¢y =(ai +1)s(j),

en. =(as + 1)s() i(_l)i—l (f B 11> = (1) Yoy + 1)5(4) < 0 —2 )

i=1 ap — 1
Les éléments I'y et I’ A, he sont donc pas des éléments primitifs de C..

2. Supposons n = 3 avec ¢(1) = 2. Sans perte de généralité, on peut considérer que ¢(2) =1
et que ¢(3) = 3. Intéressons-nous aux tenseurs

t1=(0,1,2,...,2,1,...,1,3,...,3) ® (1),
—_——
a1 —1 fois  «as fois «ag fois
ts=1(0,2,...,2,1,...,1,3,...,3,2) @ (1).
—_— e\ Y

o fois oo fois  ag—1 fois

Déterminons c, (respectivement cy_) la multiplicité de ¢; (respectivement t2) dans A(T,)
(respectivement A(I"y_)). On a alors :

. 2%(_1)i<0 ; 1) = (—1)0‘22<6a_22> siap =1,
- =0

2 sinon

Cy
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et

a;—1 _ ar—1 [ a;—1 ) _
ea, =3 Y (-1 (9 Z. 1) +3 3 | X (- (9 Z. 1) S
=0 k=0

= =0

ssan (070 + ).

Comme oy # 6 — 1, le scalaire ¢y ne peut étre nul que si oy = 1 et 6 est un entier pair.
On sait que, si a; = 1, les éléments I'y et 'y sont égaux. La multiplicité du tenseur ¢y

permet de conclure.
Ainsi, les éléments I'y et I'y ne sont pas des éléments primitifs de Ce.

Contre-exemples. Les éléments suivants ne sont pas primitifs dans C..

F(27173) =(0,2,1,3) — 2(0,1,2,3) +(0,1,3,2) + (0,2,3,1) — 2(0,3,2,1) + (0, 3,1, 2),
F(1,1,2,3) = (O’ ]-a 1,2, 3) - 2(07 1a 2a ]-a 3) + 2(07 27 1a 3a 1) - (07 2,3, 17 1)
4(0,1,1,3,2) — 2(0,1,3,1,2) +2(0,3,1,2,1) — (0,3,2,1,1).

Proposition 71. Soit (o, a2) € (N*)2 un couple tel que as vérifie as > 2. On appelle v

et vo les (a1 + ag)-uplets v1 = (1,...,1,2,...,2) et v2 = (2,...,2,1,...,1) respectivement. Les
—— —— —— ——
«ay fois ag fois ag fois a1 fois
éléments
ol a; — 1) & a
Ly, =Y (~1)F! kl . Z(—1)5< 2)0,1,...,1,2,...,2,1,2,...,2,1,...,1)
k=1 /) s=0 s —— T S~ S~
a1 —k fois s fois ag—s fois k—1 fois

a9 _1 aq
T, :Z(_n’f—l(” >Z(—1)S<O‘1 0,2,...,2,1,...,1,2,1,...,1,2,....2),
1 ———— —— —— ———

s=0 ags—k fois s fois a1—s fois k—1 fois

ainsi que les éléments FA"/I et FAm ne sont pas primitifs dans Ce.

Démonstration. Soient (a1, as) € (N*)2 un couple tel que as vérifie ag > 2 et 1, 2 les (a1 +ao)-

uplets v1 = (1,...,1,2,...,2), 72 = (2,...,2,1,...,1) respectivement.
——— ——— ——— ———
o fois oo fois oo fois oy fois
Cas de A(T'y,). On détermine c,, le coefficient de (0,1,...,1,2,1,2,...,2) ® (1). Il vaut :
~—— ——
oy fois ag—2 fois

=i (5))

I'y, n’est donc pas primitif dans Ce.
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Cas de A(T'y,). On détermine c.,, le coefficient de (0,1,...,1,2,...,2) ® (1). Il vaut :
——

~——
a1+1 fois as—1 fois

s = 20z — (-1 (1) 4 2(~ 1) Y (1) (“) = 2(—1)M+92 (0 — 1) # 0.
s=0

I'y, n’est donc pas primitif dans Ce.

Cas de A(T'y, ) et de A(I'y ). Si a1 = 1 ou si (a1,a2) = (2,2)), on sait que, pour i €
{1, 2}, il existe un scalaire p; tel que PTA%_ = piPr,,. Les deux cas précédents permettent
d’affirmer que Iy, et T'y ne sont pas primitifs dans C.. Supposons alors a; # 1 et
(a1, a9) # (2,2), considérons le tenseur t = (1,...,1,2,...,2,1) ® (1) et déterminons sa

—— N —
aq fois  as—1 fois
multiplicité ey (respectivement cy ) dans A(I'y ) (respectivement A(I'y ) )). En posant
0 = a1 + ao on a alors :

ap—1 . 01 a1—1 [ ap—1 . 01 o1
A, =2 > (-1 ] +2 > (-1 ]+ (=)
i=0 ¢ k=0 | iz ¢

oo (o (1 78) + o).

-1 ar—1 _ 6—2 o
I G EED ((—nk(e e 1))
k=0

=

oo (o (52 ),

Comme a1 # 1 et a1 # 0 — 1, les deux scalaires sont non nuls. Les éléments I’ Ay et TA,
ne sont donc pas primitifs dans Ce.

et

Contre-exemples. Les éléments suivants ne sont pas primitifs dans C..

Tooin = (0,2,2,1,1) —2(0,2,1,2,1) +2(0,1,2,1,2) — (0,1,1,2,2),
T11229 = (0,1,1,2,2,2) = 3(0,1,2,1,2,2) +3(0,1,2,2,1,2) — 2(0,1,2,2,2,1)
+3(0,2,1,2,2,1) — 3(0,2,2,1,2,1) + (0,2,2,2,1,1),
TAinas =3(0,1,1,1,2,2) = 7(0,1,1,2,1,2) +3(0,1,2,1,1,2) — 2(0,2,1,1,1,2)
—~2(0,1,1,2,2,1) +8(0,1,2,1,2,1) + 3(0,2,1,1,2,1) — 2(0,1,2,2,1,1)
—~7(0,2,1,2,1,1) + 3(0,2,2,1,1,1).

Proposition 72. Soit n € N*. Considérons l’élément

r =S =0 (") 0,1,...,1,2,1,...,1).
@11 =2 ( )<k>( )

k fois n—k fois
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La famille (T4, 1)e)n+1)nen+ est une famille d’éléments primitifs de Ce.

Démonstration. Soit n € N*. Les seuls tenseurs pouvant potentiellement intervenir dans le
coproduit réduit de '3 1 1) sont ceux du type

(0,1,...,1)®(0,1,...,1,2,1,...,1) avec (s,u,v) € N* x (N)2 et s +u+v =n,
—— —— ——
s fois u fois v fois
0,1,...,1,2,1,...,1) ®(0,1,...,1) avec (s,u,v) € N* x (N)2 et s +u+v = n,
—— —— ——
u fois v fois s fois
0,1,...,1)®(1, 1,...,1 )avec 1 <s<n+ 1
——— ——
s fois n+1—s fois
D’apres les propositions (page et (page , on sait que les coefficients des tenseurs
0,1,...,1)®(0,1,...,1,2,1,...,1) et (0,1,...,1,2,1,...,1)®(0,1,...,1) sont nuls. Il ne reste
—— ———— —— —— ——— ———
s fois u fois v fois u fois v fois s fois
donc qu’a déterminer le coefficient ¢s du tenseur ts = (0,1,...,1)®(1, 1,...,1 ) pour tout entier
—— ——
s fois n+1—s fois
sde [1,n+1]. Soient k € [0,n], u € [0, s]. On s’intéresse a 1’élément wy = (0,1,...,1,2,1,...,1).
k foi k foi
018 n— 01s

Il est possible, a partir de cet élément, d’obtenir le tenseur t,. Il suffit d’extraire, dans wy, un
nombre u de positions a gauche de la (k+ 1)-iéme et s — 1 —u positions a droite. Cela ajoute des
conditions supplémentaires sur u, a savoir s + k —n — 1 < u < k. On peut maintenant calculer

Cs.
n min(s—1,k)
n k n—~k
k=0 k u=max(0,s+k—n—1) u s—l-u
s—1ntut+l—s
k n—=~k
=2
n! = (e MHS L (n+1—s)!
=2 -1
(n—i—l—s)!uz:%)u!(s—l—u)! kz:%( )k!(n—i—l—s—k)!
=0.
L(2,1,...,1) est donc primitif dans Ce. O

Exemples. Les éléments suivants sont primitifs dans C..

L1y =(0,2,1,1) —2(0,1,2,1) + (0,1,1,2),

Taiy = (0,2,1,1,1) = 3(0,1,2,1,1) +3(0,1,1,2,1) — (0,1,1,1,2),
=(0,2,1,1,1,1) — 4(0,1,2,1,1,1) + 6(0,1,1,2,1, 1)

—4(0,1,1,1,2,1) + (0,1,1,1,1,2).

Iio1,1,1,1)

Corollaire 73. Les propositions [66 d[79 permettent d’établir que :

Prim(Ce.), = Vect(I'(11.2)), Prim(Ce); = Vect(I'1.1,2)),
Prim(Ce)g = Vect(I'(1,1,1,1,2))-
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Remarque. On connait également l'espace vectoriel Prim(Ce),. En effet, I'élément u défini
par u = (0,3,2,1,1) — 2(0,3,1,2,1) + (0,3,1,1,2) — (0,2,1,1,3) + 2(0,1,2,1,3) — (0,1,1,2,3)
n’est pas un élément primitif de Ce. On obtient alors que Prim(C.), = Vect(I'(21,1,1,1,1)) grace
aux propositions précédentes.

Algebre de Hopf duale C¥

On s’intéresse a C® le dual de Hopf gradué de C.. Grace a 'isomorphisme IT entre WMat/J
et Ce, on peut également voir C& comme (WMat/J)® donc comme une sous-algebre de Hopf
de WMat®. On note (Z,)acc, la base duale des compositions étendues.

Décrivons les opérations de 'algébre de Hopf C¥. Commengons par la structure la plus
simple : celle de cogebre.

Proposition 74. Le coproduit de la cogébre C¥ est défini par :
P — Co¥eCE
A . aQ S
Z(ao,._.,as) =X X Z(a,al,---vau) ® Z(ao—a,auﬂy---,%)

a=0u=0
Démonstration. Soient a = (ap,a1,...,qs5),v = (Vo,v1,...,Vp),n = (Mo, M,...,Mk) € Ce des
compositions étendues. On a :
A(Za)(v®n) =Za(vo+n0, V15 Vp, M1 - - M)
=0a0,v0+10 0011 - - + Oy wp O - - Ocva, i
ag S
= Z Z (Z(a7a17~--7au) ® Z(QO_avau+1y---,O¢5)> (l/ ® 77)
a=0u=0

Donc

ag s
A(Z(oco,...,ocs)) = Z Z Z(a,al,...,ocu) ® Z(ag—a,aqul,...,ozs)'
a=0u=0

O]

Exemples. Considérons les compositions étendues (0,2,1,1,2) et (3,2,2,4). On détermine
leur coproduit réduit. On a alors :

A(Z0,2,1,1,2)) =Z10,2) @ Z0,1,1,2) + Z0,21) @ Z(0,1,2) + Z(0,2,1,1) @ Z(0,2)5
A(Z12,3)) =Z0,2) @ Z(1,3) + Z(0,2,3) @ Z(1) + Z1) @ Z0,2.3) + Z(1,2) ® Z(0,3)-

Intéressons-nous maintenant a la structure d’algebre de C¥.

Proposition 75. Le produit de 'algébre C¥ est défini par :

C¥rCP — CP

. Bo
m :
Z(ao,...,ap) ® Z(ﬁo,..-,ﬁq) = > CMNZ(ozoJrM,(alJr“ﬂ,~~~,Ofp+’Yp)U-'(ﬁlv""B‘1))
H=0y=(71,--7p) EKp 85—
ot

Kpm Z{(’h,---,vp) ENP,71+~--—I—7p=m} pour m € N,
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o= ag+p\ far+7 ap + Yp
Y Qo oy s ) )
Z(QO+M7(01+"/17---70¢p+7p>u—|(517---1ﬂq)) = Z Z(ao-&-m%fl(1)7---,%71(p),wff1(p+1),---7%71(p+q))’
TE€Bat(p,q)

avec

i = ai+v  siie[1,p],
By siiep+1,p+q]

Démonstration. Soient o = (ag,0q,...,0p), 8 = (Bo,B1,...,8¢),v = (vo,v1,...,Vs) € Ce des
compositions étendues. On a :

(ZaZg)(v) =
vo s Vit vip Yo » »
¥y oy oy oy (W) () etz
a=0n=01<i1<<in<s  t=n  ky +othy=t \/ \Vi1 in
1<k; <vi.
J J
ou
Va,I, K :(a, ki1’ PPN k‘ln),
n
wa,r =10 —a+ Z(Vij —kKi;)s Vuys -+ o5 Vug_y )5
j=1
{ug < -+ <wus—pn} =1, 8]\ {i1...,in}
Or
= ao
s = ptyq
n = p
ki, = «a;,V5 € |1,
Za(Va,k,i)Z8(Wayk,i) # 0 < EIC AN (1,71

Vu]' — Bﬁv] € [[LQ]]

p p

vo+ > Vi Bo+aop+ D aj
i=1 =
0<a vi;,Vj € [1,p]

IN

On obtient donc :

Bo

Z(ao,...,ap)Z(ﬂo,...,Bq) = Z Z Cuy’YZ(ao-&-H,(al—i-%7~-'7C¥p+7p)'-“(61""’ﬁ’m
=0 y=(71,---7p)EKp, 81

Kp,m :{(Vl’-'w’)/p) GNp,’71 ++’yp :m},

c _ [t p)foatm ap + Yp
1y a0 1 ay )’

Z(“O""M(O‘l"f"h»~v~704p+'7p)u-|(/317--~w8q)) - Z Z(040+M790T—1(1)7~~-7¢T—1(p)7997—1(p+1)7~--7897—1(p+q))’
TE€Bat(p,q)
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avec
oy LT sii € [1,p],
"B, siiep+Lp+dl

Exemples. Considérons les compositions étendues (0,1) et (1,1). On a alors :

Zo,1)Z0,1) =2Z(0,1,1)
Z0,1)41,1) =2Z0,2,1) t2Z0,1,2) T 2Z1,1,1)-

Les deux sous-sections précédentes ont permis de s’intéresser a trois algebres de Hopf parti-
culieres : SPW, ISPW et C.. Elles sont liées les unes aux autres. On rappelle que Z et J sont
les biidéaux de WMat suivants :

7 =(w € Irr(WMat), zy € Alph(w)), J =(w —wy, we€ WMat, o € &)

Appelons G et G’ les biidéaux de Hopf respectifs de WMat /7 et C. suivants :

G =(To.-ToT1...T1---Ts...T5s € WMat/T), G ={(ap,1,...,a5) € Ce, ap > 1).

Rappelons que 'on appelle II la surjection canonique de WMat dans C.. Les biidéaux G et G’
sont isomorphes. On a le diagramme suivant :

WDMat SPW = WMat/Z
in
Cc = WMat/J /SPW
WDMat
C. /g/ - ga/j

Jusqu’a présent, I’étude ne s’est portée que sur des algebres de Hopf induites par WMat,
c’est-a-dire soit des sous-algebres de Hopf soit des algebres de Hopf quotient de WMat. Recher-
chons maintenant des morphismes possibles de WMat vers les fonctions quasi-symétriques.

2.3 Quelques morphismes a valeurs dans 1’algebre de Hopf QSym
des fonctions quasi-symétriques

Dans cette section, l'objectif est d’expliciter un isomorphisme d’algebres de Hopf entre
ISPW® et QSym (cf. paragraphe , et donc un isomorphisme entre NSym et ISPW,
ainsi que de construire des morphismes d’algebres de Hopf entre WMat et QSym selon le
procédé décrit par Aguiar, Bergeron et Sottile dans [2, théoréme 4.1] et rappelé dans la section
du chapitre [I}

Nous commencerons par considérer I’algébre de Hopf combinatoire (ISPW® () pour un
certain caractére ¢ que nous préciserons afin d’expliciter un isomorphisme d’algebres de Hopf
entre ISPW® et QSym. Par transposition de cette application nous aurons un isomorphisme
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d’algebres de Hopf explicite entre NSym et ISPW. Ensuite, nous nous intéresserons a 1’algebre
de Hopf combinatoire WMat que nous munirons de cing caracteres différents. Deux morphismes
ainsi construits retiendront 'attention : W3, car son image est Sym, et U5, car sa transposée
permet d’obtenir des éléments de type groupe dans le complété de WMat®.

2.3.1 Isomorphisme entre ISPW?® et QSym, isomorphisme entre ISPW et
NSym

Le procédé explicité par Aguiar, Bergeron et Sottile permet de définir un isomorphisme
d’algebres de Hopf ¥ entre ISPW® et QSym. Pour cela, on utilisera ’écriture en composition
des éléments de ISPW® i.e., pour tout entier n € N* et tout n-uplet (ky,...,k,) € (N*)",

I’élément Zgjl e X1 Ty .. T est noté Z(kl,...,k )

n n
——
k1 fois kn

Proposition 76. L’application
ISPW® — K
¢:

Zikyykn) 3

est un caractére de ISPW®.

Démonstration. Le produit de deux compositions Z, .)€t Zqy, . ..1,,) de ISPW® est une

n—+m . .
somme de ( ) compositions de longueur n + m. Ainsi,
n

"3") 1
C(Z(klf"'vkn)Z(llf"'vlm)) = (n+m)| = n|m| = C(Z(kl,...,kn))g(Z(llp..,lm))‘

Proposition 77. L’application ¥, définie par
ISPW® — QSym

n—1 1

k k Z My +-+ +-+

Z Jees ’ otk o, o, K ety otk )
(k1 n) =0 (51,0 5m01) = 81! .S 1! (k1 s1 (s1+-+s;+1) n)

v

est un isomorphisme d’algebres de Hopf.

Démonstration. Soient Zy, . .y un élément de ISPW® et i un entier naturel de l'intervalle

[1,n — 1]. Notons A, le coproduit réduit A itéré i fois. On sait que :

A (Zgy,. k) = > ket eokisy) @ © Lk 4 1yenskin)

(815-,8i41)Fn

On considere alors le caractere ¢ défini dans la proposition précédente et le procédé de Aguiar,
Bergeron et Sottile donne 'application V. Cette derniére est donc un morphisme d’algebres
de Hopf graduées. En considérant la base (Z, ... k) (n,k1,....n)e@=)n+1, le fait que W soit un
isomorphisme est immédiat. O
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Proposition 78. L’application ¥*, définie par

NSym — ISPW

M, S ) D T
* (k1 rbn) i=n  s1+-tsp=i ¢, (1) My 51! sp!
4, ISSjSk (“1 yeeesUsq )':

R ,usn>)»=k

QVEC W = X1 ...T1% KT ... T %k --*kT1...T1 % *x1...%1, est un isomorphisme d’algéebres
——— ——

N—— ——
( ) fois “51) fois ugn) fois usn) fois
de Hopf.
Démonstration. 11 suffit de transposer 'application ¥ précédente. O

Proposition 79. On note ici les mots tassés stricts croissants sous forme de compositions.
On définit Uapplication V7, par :

ISPW — NSym

k1t +kn (_1)n+51+"'+5n
*
- (b1, kn) = X )Y 1 s ML, Loy
. = = 1 1 e sy ts
ino * S i)k " "

(@{™,.. ,uéz%kn

1l s’agit d’un isomorphisme d’algébres de Hopf.

Démonstration. On écrit les mots tassés stricts croissants sous forme de compositions. Soit n un
entier naturel non nul. On a :

n l+1 n 1
1 l
U oWy ((n) = Z Z Z Z m(ug),...,ugl))-
=1 (m1,...,m;)En =l VS]17—|1<;|;5<ZW:] (ugl)7 ,U(sll))):ml

(w{,.. ,usl))hmz

Pour toute composition (ki,...,k,) de n on a alors :
- )i 1
CP_Z(k’l, . p)(\Ij O\Ijlnv Z Z 81' 5!
=1 (81,...,5[)':]7 R

La série génératrice f des coefficients (cp)pen+ est égale & f = X. Ainsi U* o U ((n)) = (n) et

le morphisme W} = est 'application inverse de ¥*. O

Corollaire 80. Soient n € N*\ {1}, (aq1,...,a,) € (N*)" et (B1,...,8,) € (N*)" tel que
pour i # j on ait B; # B;. Posons v = (B1,...,B1,.-.,Bns---,0n). On considére les éléments

ay fois ay, fois
Pr. et Pry., définis dans les propositions et n Leurs images V7, (Pr.) et ¥}

wo(Pra.) sont
des éléments primitifs de NSym.



70 CHAPITRE 2. Etude de I'algebre de Hopf de mots tassés WMat

Exemple. Pour tout entier naturel non nul n, I’élément

(_1)k+1
~ MF
k

('lLl,..‘,”LLk)

P NSym =
T(n) Z
k=1 (u1,...,ug)En

est primitif dans NSym.

2.3.2 Quelques morphismes de WMat dans QSym

Utilisons maintenant le procédé de Aguiar, Bergeron et Sottile pour introduire cing mor-
phismes d’algebres de Hopf définis sur WMat et a valeurs dans QSym. Pour chaque entier
i € [1,5], le i-eme caractere de WMat utilisé est noté (; et 'on appelle ¥; le morphisme
d’algebres Hopf qui lui est associé.

Remarque. Etant donné que les algébres de Hopf ISPW® et QSym sont isomorphes
et que, pour tout entier naturel n non nul, dim(ISPW®),, < dim(WMat),,, les morphismes
d’algebres de Hopf graduées de WMat a valeurs dans QSym ne peuvent pas étre injectifs.

Premier morphisme

On considere le caracteére suivant :

W WMat — K [ WMat —» K
"1 wehr(WMat) —~ 1 w — L

Proposition 81. Soit w € WMat un mot tassé de degré n € N*. On a :

n!

Remarque. Pour un mot tassé w de longueur n € N* donné, son image par ¥; ne dépend
que de sa longueur n.

Démonstration. On sait que pour tout entier n € N*, tout mot tassé w € (WMat),,

AR () = > pack(w[])®@pack(w[l2]/w[l])®- - -@pack(w[lg+1]/w[ 1+ - -+1k]),
Lt +Igp1={1,...,n}

ce qui se réécrit :
APy =Y pack(wlh])@pack(wll] /w[l])®- - -@pack(w[l] fwlli+- - +I]).

a=(ai,....ag41)Fn
11+'"+Ik+1:{17"'7n}

|IZ\:al
Donc
n—1 n
D SENED SENNPTAS) SERS S
k=0 a=(ai,...,ar+1)FEn k=1 a=(ai,...,ar)En
[1+~-~+Ik+1:{1,...,n} Il++1k:{lvvn}

[Ti|=a; |1i]=cv
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” n n— (g +-+ ap n!
T ) R e Mt
k=1 a=(a,...,ar)En a1 Xk a=(ai,...,ar)En e
O
Proposition 82. Pour tout n € N*, on note
n!
P, = > ; M,
a1 O
:(alﬂ"ﬂak)»:n
On a alors :
Tm (W) = Vect (Pn, ne N*> — K[P\] = K[M)] C QSym.
Démonstration. Soit n € N*. On a :
AT — AN » ap N
1 — le - Z Z e Tk ar!. .. ayg!
ieN i1 < <ig (Q1,e.ey0 ) EN
n!
= 2 anagMeen =P
(a1 ,ap)n 1R
O
Deuxiéme morphisme
On consideére le caractere suivant :
WMat — K
: 1 i w =z,
G2 w € Ir(WMat) +— ST v
0 sinon,
c’est-a-dire
WMat — K
G 1 siw=uxg...x,
2°) we WMat — R
0 sinon.
Proposition 83. Soit w € WMat un mot tassé de degré n € N*. On a :
> al'ni!ak'Ma stw=xg...xo, P, siw=ux...x0,
3 T ag!
\1}2(w) = { a=(anap)En n fois = n fois
0 stnon. 0 stnon.

Troisiéme morphisme
On considere le caracteére suivant :
WMat — K
1 siw=uax,

0 sinon.

G : w € Ir(WMat) +— {
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Proposition 84. Soit w € (WMat),, un mot tassé. On a :
Us(w) #0 <= (Ela €6y, w =140 .xc,(n)) <— w € GH.

Démonstration. Soit w € (WMat),, un mot tassé.

Cas 1. 9 € Alph(w). On a alors que, pour tout entier k vérifiant 0 < k < n — 1, AK) (w)
posseéde dans chaque tenseur un mot v tel que xo € Alph(v). On a donc ¥3(w) = 0.

Cas 2. Il existe a € Alph(w) tel que |w|, > 2. Alors pour tout entier k vérifiant 0 <k <n —1,
A®) (1) possede dans chaque tenseur un mot v tel que : soit |v], > 2, soit zg € Alph(v).
On a donc ¥3(w) = 0.

Cas 3. On suppose w de la forme w =z (1) ... Ty(n)-
Pour 1 <k <n-—2ona A(k)(w) € WMat®"" ¢ WMat®". De plus, on sait que
AP D(w) =nlz; @ - @ z1. Done U3(w) s’écrit Ws(w) = n!M(L .1yt ol u est un
n fois —

n fois

élément de QSym dont le coefficient en M 1,...,1) est nul. Ainsi W3(w) # 0.
Y Y

n fois

O

L’image du morphisme W3 est liée a la sous-algebre de Hopf de QSym des fonctions symé-
triques Sym (cf. section du chapitre |1f).

Lemme 85.
Im(¥3) C Sym.

Démonstration. 11 suffit de considérer les faits que Im(¥3) = W3(SH), que &H est une cogebre a
la fois coassociative et cocommutative et que Sym est la plus grande sous-cogebre coassociative
et cocommutative de QSym. O

Remarque. Soit a une composition d'un entier n et w un mot tassé de (6H),. Si le
coefficient en M, de W3(w) est non nul, alors, pour tout raffinement 8 de la composition «,
le coefficient en Mg de V3(w) est également non nul. Illustrons ceci par I’exemple suivant.
Considérons o = (3,1), 8 = (2,1,1) et le mot tassé w = zyx12903 € SH. La composition S est
bien un raffinement de « et on a :

Us(zamiwaws) = (M) + M z) +4(Ma11) + Mgy + Maae) +24M 1)
Les coefficients en M, et Mg sont bien non nuls.

Proposition 86. 1. L’application V3 a pour image W3(WMat) = Sym.
2. Pour tousn € N* et 0 € &, on a : V3(0) = U3(c™1).

Démonstration. 1. Soit aw = (a; > - -+ > ) une partition de n.
Considérons le mot suivant :

Wa = T(ay4dag_1+1) - T(ar+Fap) T(ar+-Fag_o+1) - - - T(ar+-Fag_q) - - L1 Tay-

Alors U3(wy) = ca My + u ol ¢y # 0 et u est un élément de QSym dont le coefficient en
M, est nul.
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Soit B = (81 > --- > fs) une autre partition de n telle que s < k.

Alors, il existe un entier i de I'intervalle [1, s] tel que pour tout entier naturel non nul j
vérifiant j < iy on ait : 3; = o et 3;, # oy,

Si Bi; > «y, alors le coefficient en Mg de ¥3(w,) est nul.

Si Bi, < «y, alors il existe ip € i1+ 1, 5] tel que B, > ,. Le coefficient en Mg de ¥3(wq)
est alors nul.

2. Soit n e N*, 0 € S, et s € {2,...,n — 1}. On suppose qu'il existe i; < --- < i5 tels que
o(i1) < -+ < o(is). Alors, en posant k1 = o(i1) < -+ < 0(is) = ks, on a :

o k) < - <o Mks).

On a donc ¥3(0) = U3(c1).
O

Remarque. Soit n € N* et w € (WMat),, un mot tassé. On peut déterminer ¥3(w) a
partir du produit de WMat®. On a :

‘113(11)) = Z <Z:c1...zal e Zx1...1‘ak) (w)M(ozl,...,ak)'

(a1,....ar)En

Exemple. Considérons le mot tassé w = xox1x3. Par calcul direct de W3, on obtient :
U3(zozwi23) = 2(Ma,1) + M1,2)) + 6Mq 11
Posons maintenant

0= Z le...mal ce. Z:vl...zak M(oq,...,ozk)
(O{l,...,&k)':?’

:Zx1m2x3M(3) + leszZx1M(2,1) + ZmZ:Elsz(l,Z) =+ ZglM(l,l,l)

avec

Zprws Ly =3Zavwows + 2Zu1wswy + Zngarwa + 220125 + Zuswsans
Zgl :2(Zx11’22$1 + Z$2$1 chl)
:6(Zx1w2x3 + Zx1x3a:2 + Zx2x1q:3 + Zx2m3m1 + Zg[;agclgc2 + Zm3x2x1).

On a alors : Q(U)) = 2(M(271) + M(LQ)) + 6M(1,171) = \Ifg(w)

Quatriéme morphisme

On considere le caractére suivant

WMat — K
1 siw=ux9ouw=ux,

0 sinon.

Ga: w € Irr(WMat) +— {
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Remarques.

1. Le morphisme W, coincide avec Wy sur les mots de la forme zg ...z et avec W3 sur les
——

n fois

permutations. On obtient donc que Sym C Im(Uy).

2. Pour 1 < n < 4, lespace vectoriel W ((WMat),) est l'espace vectoriel (QSym),. En
ce qui concerne les degrés 1 et 2, le résultat est immédiat. Pour le degré 3, il suffit de

considérer
Wy(zozow:) =Mz) + 3(M2) + M21)) + 6M1 1),
Uy(r17120) =2(M(1,9) + M(21)) +6M(11,1),
Uy(zomi21) =2M (1 9) + 6M(1 11,
Uy (zow1m1) =M1 1,1)-

En degré n = 4, considérons les résultats suivants :

mot tassé image par Wy
w Mg Mgy Mas Mes Meay Maony Moz Maaan

T1X2X3T4 1 4 4 6 12 12 12 24
T4T1T2T3 1 1 6 6 6 24
1111 4 12 12 24
T3T4T1T 2 4 4 4 24
T1T1T2T2 2 8 8 4 24
T4T3T1T2 2 2 2 24
ToXo2X1T1 8 4 24
TAT3TT] 24

En posant wy = 23247172, W5 = T1X122%2, W = T4T3T1T2 et wg = T4x3T2T1, on peut éga-
lement noter que \114(%(w4—w5)+%(w6—w8)) = M(y,1,2)- L’espace vectoriel U4((WMat),)
est donc l'espace (QSym).

Proposition 87. Soit w € WMat un mot tassé. Posons s = sup(w). Soient p un entier
naturel non nul et @ = (au,...,qp) une composition. Si vy > s + |wly, alors le coefficient en
M, de Uy(w) est nul.

On a, en particulier, la valeur remarquable de V4 suivante :

Z n!
\Ij4($1...$1) = ﬁMa
aq:... 0.
on a=le e

al=

Démonstration. Soit w € WMat un mot tassé. Posons s = sup(w). Soient p un entier naturel
non nul et a = (aq,...,q,) une composition. Supposons 'inégalité oy > s + |wl,, satisfaite.
Considérons dans AP~ les tenseurs de la forme w; ®- - @w, € (WMat)a, @ -+ ® (WMat),,.
Comme a1 > s+ |w|g,, il existe un indice i € {1,..., s} tel que |wi|z, > 2. On a donc 4(w;) = 0.
D’ou le fait que le coefficient en M, de ¥4(w) soit nul.
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La valeur de Wy(z ...x1) se démontre par calcul direct. En effet, pour 1 < k < n —1, on

———
n fois
sait que :
A(k) (.1'1 e .%'1)
——
n fois
= > pack(w(I1]) ® pack(w[I>]/w[i]) ® - - - @ pack(w[ly11]/w[ly + - - + Ii])
L4 AT 1={1,...,n}
n!
= Z —21...21Q%0... 20 - QXxg...To
041! v Oép! N e N N—_——
a=(ai,...,ap)=n o fois oo fois ayp fois
et que (4(x1...2x1) = 0. On obtient donc la formule énoncée. O
1>2 foi
>2 fois

Cinquiéme morphisme
On considere le caractere suivant :

WMat — K
a siw = x,
6 w € Ir(WMat) b siw=ux,

0 sinon,

avec a, b € K.

Remarque. En général, 'application V5, obtenue a partir du caractere (5 défini ci-dessus,
n’est pas surjective. En effet, pour (a,b) € (K*)?, notons W3 et Wy les morphismes d’algébres
de Hopf tels que W3 ;(w) = 0" V3(w) et ¥g,(w) = a"Va(w) pour w € (WMat),,. L’application
U3, (respectivement Wy ) est le morphisme W5 dans le cas particulier ot @ = 0 (respectivement
b = 0). Ces morphismes ne sont pas surjectifs. Dans le cas a = 0 et b # 0, le morphisme V5, qui
correspond & W35, a pour image Sym.

Proposition 88. Soient n € N* et w € (WMat),, un mot tassé. On pose st = sup(w) et
s§ = |w| —sup(w). On a alors :

Us(w) = a2 b°T Uy (w).

Démonstration. Soient n € N*, w € (WMat),, un mot tassé, s’ = sup(w) et s§ = |w|—sup(w).
On sait que, pour 1 < k <n —1,

AR () = Z pack(w[l1])@pack(w[ls]/w[l1])®- - -@pack(w[Ik11]/w[l1+- - -+Ik]).
Li++Igkp1={1,...,n}

Pour I; LI -+ U Ix+q une partition de {1,...,n} posons :
(0, Isn) = Dack(w[l1]) ® pack(w[lz]/w[l1]) @ - - @ pack(w[Ig 1] /wlly + - + It]).

Les assertions suivantes sont équivalentes :

1. Le tenseur t(z, contribue dans ¥5(w).

7"'7Ik+1)
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2. Pour tout w € {1,...,k + 1}, il existe des entiers n, et s, non tous nuls tels que :

pack(w[[u]/w[fl + - —|—qu1) =2x9...T0 Wr1...274,.
——

u

Ny — Sy fOls

Supposons que ¢z, .1, ;) contribue dans U5(w). Le tenseur tn
différentes de g et s fois la lettre zg. On obtient donc :

] w
Dyip) CODtient alors s}’ lettres

Us(w) = a2 b%T Wy(w).
O

Considérons maintenant I’application transposée de ¥s. Il s’agit d’un morphisme défini sur
QSym® = NSym (cf. paragraphe [2.2.2)) & valeurs dans WMat®. 1l est donné par :

zr  Plxy.xy

{NSym — WDMat®
\I/*

. n n
5° My = S a0 Zy = > @R Z
( ) k=0 Zo k=0 0

Rappelons que, pour un couple de mots tassés (wy,ws) € WMat?, on pose Ly ) Ven-
semble :

L wa) =
T . . .
w E WMat, |w| — TLQ, ’U)[{’l/}] — Sup(’wl)(tu)2[{z}}) S% 'LUQ[{Z}] 7£ x(), .
x;j avec j € IAlph(w;) U {0}  sinon
Soient un entier k& € N* et un k-uplet d’entiers (ng,...,n;) € NF. On définit I’ensemble

Bat(ny,...,ng) par :
Bat(nl, ce ,nk) =

{O’E 6n1+-~~+nk7 Vi € [[0,k—1]],a(n1+---+nj+1) < - <a(n1+---—|—nj+1)}.

On peut maintenant donner la proposition suivante.

Proposition 89. Soient n € N* et (aq,...,a,) un n-uplet d’entiers non nuls. On a :
1. \p;(Mgl 1)) = n!< > asé”bsi“zw>,
o €(WMat),,
n fois ww gmoiE t;ss)é
« O=a1+-+an O—k 1k .
2. \IJS(M(EL,,,@”)) - > > > a’"b ZTo(wl...wgn)ou*1 ol

k=0 Bl++,3n:k MEBat("yl,...7’an)
Vj, 0<Bj<c; r€Bat(B1,...,08n)

Y25 =Bj, pour tout entier j € [1,n],
Y2j+1 =Qj+1 — Bj+1, pour tout entier j € [0,n — 1],

j—1
Zﬁi si j € [2,n],
=1

0 sij =0,

825 =
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waj =Ts,;(w1...25;), pour tout entier j € [1,n],
Maj =T1...T6 4..1p,, pour tout entier j € [1,n — 1],
Mmajt1 =g ...xo pour tout entier j € [0,n — 1],
Y2i+1 fois

wy =Tg.--T0,
N—_——

a1 —pB1 fois
Woj41 = Z w, pour tout entier j € [1,n — 1],
WEL (mymajy1)
wy ... won est la concaténation des mots w1, ..., Wap.
Démonstration. 1. Cette égalité est montrée par récurrence sur n.

U (M}y)) =0Zyy + b2y,

WEOMEy ) = ()

—_———
n+1 fois

=W5(M7) W5 ((M7)")

_ (z n me)n!( St zw>
we(WDMat),

w mot tassé

w w
:n!< > ety Zxozw> + n!< Yoo amyit Z,Z )
we(WDMat), we(WMat),
w mot tassé w mot tassé

=(n+1)! ( > asé“bsi”zw> .
we(WMat) 41
w mot tassé

2. Par calcul direct :

V5 (Mo, . an)) =V5(M(ay)) - U5(M(G,,))

o

3 a5
= H < Z a(aj_ﬁj)bﬁjzl‘o Ce l‘onl...xBj>

J=1 ]:O a;—f,; fois

JF
a1 [a79) ﬁ)

B S PP G USRI (HZ:I:O o7, Iﬁj)

ﬂ1:0 ﬂnzo B] fois

O=a1+-+an

— Z Z Z aa_kkaTo(wl...wgn)O,u_l

k=0 51A+---+ﬁn=k nEBat(Y1,-.-y¥2n)
Vj, 0<Bj<a; r€Bat(B1,...,B8n)

Corollaire 90. Considérons a et b comme des indéterminées et définissons le polynome Q,



78 CHAPITRE 2. Etude de I'algebre de Hopf de mots tassés WMat

de K[aa b] par :
= >, (T, 1)),
veEWMat, mot tassé ~— > ,
On a alors :
; n!
Qn = ’I’L' Z Z an_pbp.
k=0 S((]p>+"'+5§;p):n—p So!(sgp) + 1)! L (S;S,p) + 1)!

Vi, 0<s{P) <n—p

Proposition 91 Soit un couple (a,b) € K? quelconque. Dans le complété de WMat®,
l’élément Z = Z Z a" kb Z o est de type groupe.

=0 k=0 HEL T

o0
Démonstration. Dans le complété de NSym, Z M - ) est de type groupe donc, comme W} est

un morphisme d’algebres de Hopf, Z = Z Ui (M ) Z i a” kka nk est donc de

n=0 k=0 wxy...xp

type groupe dans le complété de VVMatO O

Rappelons maintenant un résultat classique sur les éléments de type groupe. On en redonne
la démonstration pour le confort du lecteur.

Proposition 92. Soit H une algébre de Hopf de produit m et coproduit A. On pose G(H)
l’ensemble de ses éléments de type groupe. L’ensemble (G(H),m) est un groupe. De plus, pour
tout élément p € G(H), son inverse est donné par 'antipode i.e. p~t = S(p).

Démonstration. Soient x, y deux éléments de type groupe dans une algebre de Hopf H. On a
alors A(zy) = A(x)A(y) = (zy) @ (xy). L'élément zy est donc de type groupe. Considérons
maintenant S(x). On obtient alors :

A(S(x)) =(S & §) 0 A%(z) = S(x)  S(x),
r =(e ®Id) o Ax) = e(2)x,
e(x) =SxId(x) =mo (S®Id)oA(x) = S(x)x = [d* S(x) = zS(x).
L’élément S(x) est donc de type groupe et est I'inverse de = pour le produit m. ]

Intéressons-nous au cas du complété de WMat®.

Proposition 93. Soient a et b des éléments de K. Dans le complété de WMat®, considérons
[’élément suivant :

a1+t

V=1+), ) >, X > (T o o

n=1(a,...,an)e(N*)" k=0  Bi++Bn=k pcBat(y1,...,y2n)
Vj,0<Bj<a; reBat(Bi,....0n)
ot
v2; =Bj, pour tout entier j € [1,n],
Y2j+1 =Qj+1 — Bjr1, pour tout entier j € [0,n — 1],
0:a1+---+an,
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7j—1

ZB@ Sije [[2,71]],
i=1

0 sij =0,

525 =

woj =T, (x1...w5,), pour tout entier j € [1,n],
Maj =T1...T6 .45, pour tout entier j € [1,n — 1],
Mmaojy1 =g ... %o, pour tout entier j € [0,n — 1],
v2j+1 fois
w1 =1Tg...T0,
N
a1—pB1 fois
Wojt1 = Z w, pour tout entier j € [1,n — 1],
WEL (g majy1)

w1 ... wo, est la concaténation des mots wi, ..., Way.

Lélément V est de type groupe et correspond d l'inverse de l’élément Z défini dans la proposition

91 Ainsi V = S(Z).

o0
Démonstration. On sait que, dans le complété de NSym, ’élément N = Z M(*n) est de type

n=0

groupe. Son inverse est I'élément S(N) = > > (=1)"M{y, ) L'application W3
n=0 (ay,...,an ) E(N*)"
est un morphisme d’algebres de Hopf et 'ona V = }° > (—1)”\1'3(]\4(*&1 an)). O

=0 (a1,...am)E(N*)"
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Chapitre

Etude de I'algebre de Hopt des diagrammes
de dissection

L’algebre de Hopf des diagrammes de dissection a été introduite par Dupont [23, chapitre 2].
Elle provient de la théorie des nombres. Dupont s’intéresse au probléeme du calcul du coproduit
de l'algebre de Hopf fondamentale dans la catégorie des structures de Hodge-Tate mixtes. En
introduisant les diagrammes de dissection, son objectif est de calculer ce coproduit en une famille
particuliere : celle des polylogarithmes motiviques de dissection.

L’auteur définit un diagramme de dissection de degré n comme étant un (n + 1)-gone dans
lequel sont inscrites n cordes ne s’intersectant pas et formant un arbre enraciné plan. Il munit
les diagrammes de dissection d’une structure d’algebre de Hopf sur le corps des rationnels.
La structure d’algébre est donnée par celle de l'algébre symétrique donc par union disjointe
de diagrammes. La structure de cogebre est donnée par un coproduit a parameétre de type
extraction-contraction 23| sections 2.1.2 et 2.1.3]. L’auteur consideére le cas ou le parameétre vaut
—1. Il introduit ensuite une version décorée de cette algebre de Hopf et définit la compatibilité
entre la décoration et la contraction d’arétes dans les graphes orientés |23, section 2.1.4]. Les
décorations sont des éléments d’un groupe abélien A. L’auteur considere le cas ou A est le groupe
des nombres complexes. Ces décorations permettent de définir des hyperplans dans ’espace
projectif P"(C) [23] section 2.3.1]. Il peut ainsi définir le polylogarithme de dissection I(D)
attaché au diagramme de dissection D comme une intégrale absolument convergente sur un
simplexe d’une forme différentielle (période) [23, définition 2.3.5]. La forme différentielle est
obtenue a partir des décorations des cordes de D ; le simplexe est obtenu a partir des décorations
des cotés de D [23] section 2.3.2]. L’auteur en donne une version motivique I7*(D) [23, section
2.4.1] et en détermine son coproduit [23, section 2.4.2; théoréme 2.4.9].

L’objectif de ce chapitre est de mieux comprendre la combinatoire de I’algebre de Hopf des
diagrammes de dissection non décorés notée Hp.

Nous commencons par rappeler la construction de ’algebre de Hopf et reprenons les deux
familles présentées par Dupont : celle des échelles et celle des corolles. Elles forment des sous-
algebres de Hopf. Nous les présentons en termes d’algebre de Hopf de coordonnées de groupes.
L’algebre de Hopf des échelles est celle des fonctions symétriques ; I’algebre de Hopf des corolles
est celle de Faa di Bruno. Nous nous intéressons ensuite a I’éventuelle coliberté de la cogebre des
diagrammes de dissection et donnons une base d’éléments primitifs en degré 3. Ceci ne permet
pas de conclure sur la coliberté. La programmation de Hp en collaboration avec Jean Fromentin
(cf. section de I'annexe a permis d’établir que, pour le parametre —1, il n’y a pas de
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coliberté. Cette premiere section se conclut avec le calcul de 'antipode.

La deuxiéme section est consacrée a ’étude de Hp en liant cette derniere a des algebres
de Hopf d’arbres enracinés. Le choix d’envoyer un diagramme de dissection sur I'arbre enraciné
plan sous-jacent ne convient pas : le morphisme obtenu ne sera pas un morphisme de cogebres.
Dupont |23 remarque 2.1.15] fait allusion a une structure pré-Lie sur les diagrammes de dissec-
tion. L’algebre de Hopf 7—[% est graduée, connexe et cocommutative donc isomorphe a 1’algebre
enveloppante U (gp) de ses primitifs gp. Au sens de Loday et Ronco, Hp est une algebre de Hopf
combinatoire commutative-associative-libre droite. Ceci implique qu’il existe une structure pré-
Lie sur gp. On peut ainsi utiliser le théoréme de structure de Oudom et Guin |75 proposition
2.7 - théoréme 2.12] concernant les algebres enveloppantes des algebres pré-Lie. Apres rappel
de la définition d’algebre pré-Lie, de I’énoncé du théoréme de Oudom et Guin ainsi que de la
définition de l'algébre de Grossman et Larson, nous présentons 'algébre de Hopf H{5 ainsi que la
structure pré-Lie de gp. Vient ensuite la description de 'unique morphisme d’algébre de Hopf ¢
respectant les structures de Oudom et Guin de Hgy, et ’H% et envoyant ’arbre enraciné ¢t = . de

degré 1 sur D = @ Ce morphisme repose sur un procédé d’insertion de cordes (proposi-

tions (131} 1133} |138| et [140]). Nous établissons que l'algebre pré-Lie engendrée par n’est

pas libre (corollaire |I28) et que c’est une sous-algebre pré-Lie stricte de gp (lemme . Nous
conjecturons que le noyau de ¢ est le biidéal de Hopf engendré par les arbres enracinés possédant
au moins un sommet de fertilité supérieure ou égale a trois (conjecture . Les propositions
[135], [T42] et [143] sont les premiers pas vers la résolution de cette conjecture.

Dans la derniére section, nous définissons des morphismes d’algebres de Hopf de Hp a valeurs
dans les fonctions quasi-symétriques QSym selon un procédé introduit par Aguiar, Bergeron et
Sottile [2, théoreme 4.1]. Trois morphismes sont ici présentés. Une description du premier est
donnée lorsque le parametre de l'algebre de Hopf Hp vaut 1. Pour les deux suivants, seules les
images de quelques familles particulieres de diagrammes de dissection sont établies. Ce chapitre
fait I’objet d’une publication [63] en cours d’écriture.

3.1 Algebre de Hopf des diagrammes de dissection

3.1.1 Rappels

On considere un corps commutatif K de caractéristique 0. On rappelle quelques notations
ainsi que la construction de I'algebre de Hopf Hp. Pour tout n € N, on considére un (n + 1)-
gone régulier orienté (dans le sens indirect ou sens des aiguilles d’'une montre), noté II,, avec un
sommet particulier appelé racine. Les n + 1 sommets de II,, sont représentés sur un cercle, la
racine étant dessinée en bas. Une corde de II,, est un segment entre deux sommets.

Définition 94. Un diagramme de dissection de degré n est un ensemble de n cordes de 11,
qui ne s’intersectent pas et tel que le graphe formé ne contienne aucun cycle.

Dans la suite, un diagramme D sera toujours un diagramme de dissection et ’ensemble de
ses cordes sera noté €' (D).

Lemme 95. Le nombre de diagrammes de dissection de degré n € N est donné par

1 3n
dn: ’
2n+1<n>
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avec la relation de récurrence,

Vn>1,d, = S didiyds,.
11,42,83>0
i1+i2+ig=n—1

Démonstration. Rappelons les idées de la démonstration de ce lemme explicitées par Dupont
dans |23, lemme 2.1.1]. Elle utilise le fait que pour un diagramme de dissection D de degré n
donné, il existe un unique triplet (D1, D2, D3) de diagrammes de degrés respectifs (i1, i2,3) tels
que i1 + i3 + i3 =n — 1 et D soit le diagramme

o @
(bs)

Le sommet coloré en noir désigne le premier sommet (toujours dans le sens indirect) lié a la
racine. Cette fagon de considérer les diagrammes permet, en posant d(h) = Y. d,h", d’obtenir
n>0

d(h) = 1+ hd(h)>.

Par la suite, par inversion de Lagrange, pour tout entier n € N, on a

1 1 3n
dn = =((1 4 R)*", ") =
n (d+R)T, ) 2n+1 < n )
ot ((1+ h)3* hn~1) désigne le coefficient de h"~! dans (1 + h)3". O

Dans la suite, nous noterons D ’espace vectoriel engendré par les diagrammes de dissection.
La série formelle d (|84} séquence A001764 |) rappelée dans la démonstration précédente est la
série formelle de D.

Pour un diagramme D de degré n, l'orientation dans le sens indirect permet de numéroter
les sommets et d’orienter naturellement les cotés de II,, (arcs de cercle entre les sommets) ainsi
que les cordes de D. NB : On notera parfois 0 la racine.

Exemple.

oo N

N

On peut donc effectuer 'identification
€(D) ~{1,...,n} ~ . ou ST = {cotés de I, } \ {coté 0}.

Par la suite, pour ne pas alourdir les diagrammes, nous n’écrirons plus l'orientation des
cOtés, la numérotation des cotés, la numérotation des cordes et parfois méme la numérotation
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des sommets. En reprenant le diagramme D précédent, cela donne :

2

Un diagramme de dissection D et un sous-ensemble C' de (D) de cardinal p étant donnés,
les cordes appartenant a C' partitionnent le polygone Ilge(p) en p + 1 faces. Pour toute face a,
on note .7 (a) les cotés de [lgeq(p) appartenant a la face a. On appelle alors 4 (D) l'ensemble
S3(D) = UaIF (a) ot LG (o) = Fo() \ {min(So(a))}.

Proposition 96. Définissons sur Hp deux opérations; un produit m, qui est l'union dis-
jointe, et un coproduit A d’extraction-contraction. On a alors :

) Hb®Hp — Hbp
’ Di®Dy — DiDg

et
Hp — Hp ®Hp
A:¢ D o S 2ke@D)ge(D) @ re(D)
Cc?(D)
ol

1. x € K est un scalaire,

2. qo(D) est le produit de diagrammes obtenu aprés contraction des cordes contenues dans
C,

3. rc(D) est le diagramme obtenu en conservant les cordes contenues dans C' et en contractant
les cotés de Ilqeq(py appartenant a lensemble Yg(D),

4. ko(D) est le nombre de changements d’orientation nécessaires sur les cordes contenues
dans C pour orienter rc(D).

On appelle 1y, U'unité de Hp et € sa co-unité. L’espace (Hp, m, 1y, A, €) est alors une algébre
de Hopf.

Démonstration. Ceci est prouvé par Dupont dans [23, proposition 2.1.11]. O

2

Exemple. Considérons le diagramme de dissection D = 1@3 .Ona:
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3.1.2 Echelles et corolles : deux sous-algebres de Hopf de Hp

Dupont [23, exemples 2.1.14] présente deux familles de diagrammes de dissection dont le
coproduit est remarquable : les échelles et les corolles. En fait, ces deux familles forment deux
sous-algebres de Hopf chacune isomorphe & une algebre de Hopf de coordonnées d’un groupe.
Nous rappellerons donc la définition de ces deux familles et expliciterons 'algebre de Hopf des
coordonnées avec laquelle elle est isomorphe.

Echelles et algébre de Hopf des fonctions symétriques

Soit n un entier naturel non nul. L’échelle de degré n est le diagramme de dissection noté Y;,,
de degré n, défini par : pour tout entier ¢ de l'intervalle [1,n — 1], la corde i rend les sommets
i et i + 1 voisins et la corde n rend le sommet n et la racine voisins. L’échelle de degré 0 est le
diagramme vide i.e. Yy = 1.

Exemples. Donnons en exemples les échelles de degré 1, 2, 3 et 4.

1 2

Y1: , Y3:1 3

Y2 = ) Y4:

1 4

Pour tout entier naturel n I’évaluation du coproduit en Y;, vaut :
" (n
AV =S (" e v
o \F

Il est donc immédiat que ’espace engendré par les unions disjointes d’échelles forme une sous-
algébre de Hopf de Hp. On la note &. Dupont [23, exemples 2.1.14, 1] note la ressemblance
entre le coproduit de £y et celui des fonctions symétriques vues comme algebre de Hopf de
coordonnées d’'un groupe. On explicite un isomorphisme entre les deux algebres de Hopf.

o
Considérons le groupe Go = (1 + Z gnh™ € KJ[h]]) engendré par les séries formelles de

n=1
constante égale a 1 et muni du produit habituel. Pour tout entier naturel n non nul on appelle

K[[r] — K
fonction de n-ieme coordonnée la fonction X, définie par : X, : Q=1+ i wh g
- n mn-
n=1

On s’intéresse a 'algebre de Hopf Sym = K[Xi,...,%,,...] munie de son produit habituel et
du coproduit Ag, défini par : pour toute fonction f € Sym et tous les éléments P et @) de Gy,

Agy (N (P ®Q) = f(PQ).

Proposition 97. Les algébres de Hopf Ey et Sym sont isomorphes.
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Démonstration. 11 suffit de considérer le morphisme d’algebres de Hopf wy défini par :

s Sym — &y
L S, = LY.

Corolles et algebre de Hopf de Faa di Bruno

La deuxieme famille remarquable présentée par Dupont est celle des corolles. Pour tout entier
naturel non nul n, la corolle de degré n est 'unique diagramme de dissection de degré n, noté
X, rendant tous ses sommets voisins avec la racine. La corolle X de degré 0 est la corolle vide
i.e. XO =1.

Exemples. Donnons les corolles non vides de degré inférieur ou égal a 4.

1 2

X1: y X3:1 3

X9 = , Xy =

1 4

Le coproduit évalué en la corolle de degré n est donné par :

A(X,) = zn: ( > Xio...Xik) ® Xp.-

k=0 ig+-+ip=n—k
;20
Il est donc immédiat que I'espace engendré par les unions disjointes de corolles forme une sous-
algebre de Hopf de Hp. On la note Cx.

Rappelons maintenant la construction de 'algebre de Hopf de Faa di Bruno. On considere

o

le groupe G1 = (h + Z gnh™ € K[[h]]) engendré par les séries formelles de constante nulle,
n=1

tangentes a 'identité, muni de la composition habituelle o des séries formelles. Pour tout entier

naturel n non nul on appelle toujours fonction de n-ieme coordonnée la fonction ¥, définie

K[B] — K
par : X, : O=h+ i amh™tt = g On s’intéresse maintenant a ’algebre de Hopf
- n n-
n=1
Hrap = K[X1,...,%,,...] munie de son produit habituel et du coproduit Ag, défini par : pour

toute fonction f € Hpqp et tous les éléments P et Q de G1, Ag, (f)(P® Q) = f(Q o P). Cette
derniere est ’algebre de Hopf de Faa di Bruno.

Proposition 98. Les algébres de Hopf Cx et Hrqp sont isomorphes.
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Démonstration. 11 suffit de considérer le morphisme d’algebres de Hopf wo défini par :

s Hrap — Cx
2 Y = X

O]

3.1.3 Etude de la coliberté de Hp ; éléments primitifs de degré inférieur a 3

L’objectif de cette section est d’étudier la coliberté de ’algebre de Hopf Hp. Déterminons
d’abord, quel que soit le scalaire € K, une base de 'espace vectoriel Prim(#p ), (respectivement
Prim(Hp),) des éléments primitifs de degré 2 (respectivement de degré 3). Ceci ne permettra
pas de conclure sur la coliberté.

Notons Fy,, la série formelle de I'algebre de Hopf des diagrammes de dissection. Par défini-

o
1
tion, Fy (h) = H m ol, pour chaque entier n, I’entier d,, est le nombre de diagrammes
n=1

de dissection de degré n. Si Hp est colibre, alors la série formelle de primitifs de Hp notée

Fprim(#y,) vérifie la relation : Fpjyp,) = 1 — . Sous 'hypotheése de coliberté, on obtient

Hp
donc :

Forim(p) (h) = h+ 3h* + 9h® + 40h* + 185h° + . .. (3.1)

Essayons de voir si les dimensions des espaces vectoriels engendrés par les éléments primitifs
de degré 2 et 3 contredisent cette hypothése. Commencons d’abord par donner une base de
Prim(Hp),. On a Prim(Hp), = Vect(Vi, Vo, V3) ot (Vi, Vo, V3) et le triplet de vecteurs indépen-

dants :
Vi=(1+u) 1@2 —2 1@2 ,
1@2
Intéressons-nous maintenant aux primitifs de degré 3. Introduisons d’abord quelque nota-
tions.

Va

Vs

-
-

Définition 99. On appelle D ’espace vectoriel engendré par les diagrammes de dissection
non vides. Soit U un élément de Hp.

1. On pose I(U) sa projection sur D, q(U) sa projection sur (D)%, t(U) sa projection sur
(D)3 et r(U) la quantité U — 1(U) — q(U) — t(U).

2. On appelle partie linéaire de A(U) la projection de A(U) sur DT @ DT. On la note §(U).

3. La partie linéaire opposée de A(U) est notée 6°P(U) et représente la partie linéaire de
voA(U) ou v est la volte de Hp.

4. On appelle partie quadratique de A(U) la projection de A(U) sur (DY)?2@DT. On la note
Q(U).
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5. La partie quadratique opposée de A(U) est notée Q°P(U) et est la partie quadratique v o
AU).

Lemme 100. Soit p un élément primitif de degré 3. Il s’écrit alors p = l(p) + q(p) + t(p) et
lon a :

mod(l(p)) = — 2q( )s

o @@@oum&

mo Q(t(p)) = — 3t(p

Démonstration. Soit p un élément primitif de degré 3. On a 'égalité m o §(I(p)) = —2q(p) par
commutativité du produit de Hp. Par définition de t(p), comme p est de degré 3, il existe un

scalaire k dans K tel que t(p) = k@ @ @ De méme, il existe des scalaires ki, ko

1

et k3 dans K tels que ¢(p @@+k2@®+k3 @2®.On

obtient donc que Q(t(p)) = QP (t(p)) et que Q(q(p)) = QP(q(p)). Ainsi Q(l(p)) = 0. [

Lemme 101. Soit p un élément de degré 3 et primitif. Il vient que l(p) est un élément de
Vect(Uy,...,Ug) ou Uy,...,Uy sont les vecteurs linéairement indépendants :

v, :© —x@—i—x@, v, :©_m2@+m@,
Dl e
R IR N
w:@—@, =l N, Uh=¢ N,

Proposition 102. Une base de Prim(Hp), est alors donnée par la famille de vecteurs
{Vi,...,Vo} ou :

Do OO QO
QO DOD
OGO QD
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DD DD
OO OQ QD OOD
& OO QD OT
PO
%z@—(1+x)@+@—z@@+2(1+m>@@
—<1+x>®@,
S0
- OO QLOQD
—<$—1>@@@,
OO QOOOO
OO OOO

Les bases obtenues pour les espaces vectoriels des éléments primitifs de degré 2 et 3 ne contre-
disent pas la formule [3.1] L’étude de I'algebre de Hopf Hp a fourni I'occasion de la programmer
en C++. Ce travail de programmation a été effectué en collaboration avec Jean Fromentin (cf.
section de I'annexe . Ce programme a permis d’établir I’absence de coliberté lorsque le
parametre x est égal & —1. En effet, dans le cas x = —1, les dimensions des espaces vectoriels des
éléments primitifs coincident jusqu’en degré 4 mais en degré 5, une base comporte 187 vecteurs
linéairement indépendants et non pas 185. Le cas x = —1 ne sert pas de modele pour x € R*
car, pour = —2, dim(Prim(#p);) = 185.

Ve

Vz

Conjecture 103. L’algébre de Hopf Hp est colibre sauf pour un ensemble dénombrable de
parameétres.

3.1.4 Calcul de Pantipode

On cherche ici a déterminer une formule close pour 'antipode. Pour cela, il est nécessaire de
comprendre le coproduit itéré. Grace a la coassociativité, il suffit de s’intéresser aux morphismes
du type A* = (A®Id®---®Id)o---o(A®Id)oA ol k est un entier non nul. Une itération

—_—— —
k—1 fois
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du coproduit de ce type implique une succession de contractions et de restes. La contraction
supprime des cordes donc modifie leur numérotation. Le reste modifie 'orientation des cordes
et donc leur numérotation. Nous allons donc établir des fonctions permettant de conserver la
numérotation des cordes.

Soient D un diagramme de dissection de degré non nul n et a une corde de D. Suivant la
valeur de g,y (D) on définit une fonction de renumérotation des cordes de qg,) (D). On observe
deux cas.

1. Supposons d’abord que g, (D) soit un diagramme; ce qui signifie que a rend le sommet
n et la racine voisins ou qu'il existe un entier ¢ de l'intervalle [0,n — 1] tel que a rende
les sommets 4 et ¢ + 1 voisins. Posons s le numéro porté par a grace a son orientation. On
définit la fonction :

[1,n—1] — [1,n]

Nsp: « sia<s
s,D a ) i
a+1 sia>s.

Par abus, la notation gy, (D) représentera aussi le diagramme de dissection g,y (D) dont
les cordes sont renumérotées par Ny p.

2. Supposons maintenant que qqq) (D) soit le produit de deux diagrammes D; (dont le coté
numéro 0 est celui de D) et Dy de degrés respectifs non nuls n; et ny. On a alors deux
possibilités : soit il existe un entier j de U'intervalle [2,n — 1] tel que a rende le sommet
Jj et la racine voisins, soit il existe un entier i de l'intervalle [1,n — 2] et un entier u de
I'intervalle [2, n —i] tels que a rende les sommets i et ¢ +wu voisins. Trois cas s’offrent alors :

(a) La corde a rend les sommets i et i + u voisins et est numérotée par i (i est donc non
nul). On a alors ny =n —u et ny = u — 1. On définit les fonctions de renumérotation

suivantes :
[L,n—u] — [1,n]
Niitu,D; : NN «@ s? a < z', '
a+u sia>1
et

N ) [Lu—=1] — [1,n]

bitu,Dz - a = a+i.
(b) La corde a rend les sommets ¢ et ¢ + u voisins, est numérotée par i + u et i est non
nul. On a alors n1 = n —u et ny = u — 1. On définit les fonctions de renumérotation

suivantes :
[[17n_u]] — [[1,71]]
Nitwip; NN {a sia <1, .
at+u sia>i1+1
et

[L,u—1] — [1,n]

N”“’i’m:{ a = a+i

(c) La corde a rend le sommet j et la racine voisins (a est numérotée par j). On a alors
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ny =7 —1et ng =n —j. On définit les fonctions de renumérotation suivantes :

[[lvj - 1]] — [[Lnﬂ
Noj,py : a = o«

et

. [[L?’L-j]] — [[Lnﬂ
Noj.ps : a = ot

La notation g, (D) représentera également le produit de diagrammes gy,(D) dont les
cordes sont renumérotées par N; ;i p, €t N; ity D, OU, Nityi D, €6 Nitwip, ou, Nojp,
et Ny j p, suivant le numéro de la corde a.

Considérons maintenant un diagramme de dissection D de degré non nul n et un ensemble
non vide C' = {iy,...,ip} inclus dans 'ensemble €' (D) = {1,...,n} des cordes de D. On sait
que contracter toutes les cordes appartenant a C revient & contracter dans D chaque corde
successivement. On continuera donc d’appeler go (D) I'élément go (D) de Hp dont les cordes ont
été successivement renumérotées par les fonctions précédentes.

Proposition 104. Soient n un entier naturel non nul et D un diagramme de dissection de
degré n. La valeur de lantipode S en le diagramme D est :

S
S(D) =3 (-1 > P ]re(ar (D))
s=1 PETIp (s) i=1
ot
IIp(s) est l’ensemble des s-uplets (C1,...,Cs) d’ensembles non vides formant une partition
de € (D),
Py =0 pour tout élément P de IIp(s),
i
P, = U Cy pour tout élément P de IIp(s) et tout entier i de l’intervalle [1, s],

u=1
kp(D) = k¢, (qpy (D)) + -+ + ke, (gp,_, (D).

S, pour tout entier p, l’on note X, et'Y), la corolle et l’échelle de degré p respectivement, on
a, en particulier :

3 k—1
S(Xa) =2 (-D" > > Xe [ X Xy, s
k=1 (a1,e.,ak)En ij70+"'+ij,p]~=aj ]
je{l,...k—1}
Ym, du,m >0
3 |
k mn.
S(Yn) = Z(_l) Z mYal . Yak
k=1 =(a17,_,7ak)':n
i( ey n! B vy
_k:1 a:(al ak)kn al! v O(k' UI! . 'US! auy t Yaug

ot pour chaque k-uplet (o, ..., a ), partition de n, on a :

s =Card{ai,...,o},
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m] = max {Z S ﬂl,kﬂ,Vj < i,Oéj = 041},
myy1 =max {i € [1,k],Vmy +1 < j <, 05 = o1y} pour 0 <1< s—1,

up =my et U4 = My —my.

Démonstration. Soient n un entier naturel non nul et D un diagramme de dissection de degré
n. Pour tout entier s de I'intervalle [1,n — 1] on pose

ﬁD(s) = {(Cl, .. -7Cs+1> S %(D)S—H, (Cl, e CS) S HD(S) ou (01, ceey Cs+1) (S HD(S + 1)}

On utilise le fait que I'antipode soit I'inverse de 'identité pour le produit de convolution. On
obtient alors :

S(D)=— > PIS(ge, (D)o, )
Clc%(D)
C1#0

= Z ke @) Z zhc (90 (D))S(QC1UCQ (D))TC2 (q01 (D))TCH (D)
C1C¥(D) C2CE(D)\Ch
0176@ 0275(2)

u

=(-1" Y 2"*PS(qp, ) [[ re.(ap_. (D))
Pellp (u) i=1

S Y O [ re(an. (D))
=1

s=1 PGHD(S)

Exemples. Donnons quelques exemples de valeurs de I’antipode.

) DY DO D
= DOD
D)0 D DOD

Le programme Maxima suivant détermine, pour un entier naturel n non nul donné, la valeur

de S(Y,).

antipodeYn(n):=block ([res],
if equal(n,0) then res:1
else res:expand(-sum(combination(n,k)*
antipodeYn (k)*Y[n-k],k,0,n-1)),
return (res)

)

Exemple. Donnons les valeurs de S(Y;,) pour n compris entre 1 et 4.
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n  S(Y,)

1 -v

2 —Yo 42V

3 —Y3+6Y1Ys —6YP

4 =Yy +8Y1Y3 + 6YE — 36Y2Ys + 24V

TABLEAU 3.1 — Valeur de S(Y},) pour n compris entre 1 et 4.

Remarque. Regardons 'algebre de Hopf de Faa di Bruno en termes d’algebre de Hopf de
coordonnées du groupe des difféomorphismes formels GG1. Pour tout entier naturel n non nul,
I’antipode S en la fonction coordonnée ¥, est donné par :

VP € Gi, S(S,)(P) = Zn(P 1Y)

ott P71 est I'inverse de P pour la composition des séries formelles |35} section 4.3].

3.2 Diagrammes de dissection et arbres enracinés

L’objectif de cette section est d’étudier Hp en s’appuyant sur des algebres de Hopf d’arbres
enracinés.

Un diagramme de dissection de degré n est naturellement associé a un arbre enraciné. Il suffit
de considérer l’arbre enraciné inscrit dans son (n 4 1)-gone régulier. En toute rigueur, au vu de
la nature du coproduit de Hp, il est souhaitable de considérer I’arbre enraciné plan sous-jacent.
Dans les faits, il n’est pas nécessaire de conserver le caractére plan pour conclure. Cela pousse
donc a s’intéresser a une algebre de Hopf d’arbres enracinés graduée par le nombre d’arétes
et non le nombre de sommets. On peut alors penser a l’algebre de Hopf des arbres enracinés
munie du produit de contraction introduite dans [10]. Malheureusement, le choix d’associer &
un diagramme de dissection son arbre enraciné sous-jacent ne convient pas. Un tel morphisme
ne respecte pas la structure de cogebre. Le contre-exemple donné fournit également un contre-
exemple dans le cas plan.

Il est plus judicieux de s’intéresser au dual gradué 7—[% de l'algebre de Hopf des diagrammes
de dissection. Dupont fait allusion a une structure pré-Lie sur lespace de ses primitifs [23,
remarque 2.1.15]. On s’intéresse donc a cette structure. Comme ’H% est de plus isomorphe a
I’algebre enveloppante de ses primitifs gp, il est possible d’appliquer le théoréme de structure
de Oudom et Guin |75, proposition 2.7 - théoréme 2.12]. On construit I'unique morphisme
pré-Lie de I'algebre pré-Lie libre g7;, engendrée par .vers gp. On peut facilement déterminer
que 'algebre pré-Lie engendrée par le diagramme de degré 1 n’est pas libre et qu’elle n’engendre
pas toute l'algebre pré-Lie gp. On étend + en un morphisme d’algebres de Hopf et on émet une
conjecture sur son noyau.

3.2.1 Algebres pré-Lie et théoréme de structure de Oudom et Guin

Les algebres pré-Lie (parfois appelées algebres de Vinberg) ont été introduites en 1963 par
Vinberg [92] dans I’étude des cones homogenes convexes et par Gerstenhaber |39} section 2] en
théorie des déformations. L’opérade PréLie définissant les algebres pré-Lie a été introduite et
décrite en fonction de 'opérade des arbres enracinés par Chapoton et Livernet |16 théoréme
1.9]. Les auteurs donnent également une description de 1’algebre pré-Lie libre a un générateur



94 CHAPITRE 3. Etude de l'algebre de Hopf des diagrammes de dissection

(et méme & un nombre quelconque de générateurs) en termes d’arbres enracinés [16, corollaire
1.10]. Ceci leur permet d’établir, a isomorphisme pres, la dualité entre ’algebre de Connes et
Kreimer [17] et I'algeébre de Grossman et Larson [42]. Foissy prouve que l’algeébre pré-Lie libre
a un générateur est libre comme algebre de Lie [28, théoreme 8.4]. Chapoton, grace a la théorie
des opérades, démontre ce résultat pour toute algebre pré-Lie libre [13, corollaire 5.3]. Il prouve
également l'anticyclicité de l'opérade PréLie [14]. Livernet |54, théoréme 3.4] établit la liberté
des « algebres de Hopf pré-Lie » munies de la relation de compatibilité A(zoy) = A(z)oy+zQy =
Moy 2@ + 20 @ 2@ oy + 2z ®y. Oudom et Guin [75, proposition 2.7 - théoréme 2.12]
construisent pour une algebre pré-Lie g quelconque une algebre de Hopf isomorphe a U(g).
Ceci généralise la construction de l’algebre enveloppante de 'algebre pré-Lie libre des arbres
enracinés engendrée par . (algebre de Grossman et Larson). Loday et Ronco [58| théorémes 5.3
et 5.8] montrent 'existence d’une structure pré-Lie pour les algeébres de Hopf combinatoires
commutatives-associatives-libres droites. Une opérade peut étre munie d’une structure pré-Lie.
Burgunder, Delcroix-Oger et Manchon |9 théoréme 3.1] montrent qu’une opérade n’est jamais
libre en tant qu’algebre pré-Lie. De nouvelles structures sont également définies. Mansuy définit
I'opérade quadratique Com — PréLie et prend pour exemple I’algebre des arbres enracinés munis
a la fois du produit de greffe et de la greffe en la racine [66], section 4.2]. Foissy [33, définition 17
et théoreme 20] présente 'algebre Com-préLie libre & un générateur comme ’algebre des arbres
partitionnés munie de I'union disjointe et du produit de greffe. Comme autre structure, on peut
également citer 'opérade quadratique PostLie introduite par Vallette [89, section A.2]. Une
algebre post-Lie A est munie d’une opération binaire o et d’un crochet de Lie {—, —} compatibles.
Si (A,{—,—}) est abélienne alors (A4, o) est une algebre pré-Lie. La notion d’algébre post-Lie
est donc une généralisation de la notion d’algebre pré-Lie.

Définition 105. Une algébre pré-Lie a gauche est un couple (g, 0) ot g est un espace vectoriel
eto:g®g—> g est un produit interne avec les compatibilités suivantes : pour tous x,y,z € g,

zo(yoz)—(zoy)oz=yo(roz)—(yor)oxz.

Exemple. Prenons I'exemple classique de l'algebre g = {P(X)9, P(X) € K[X]} des déri-
vations de K[X] ou 0 désigne la dérivation par rapport & X. On définit le produit o par

. g®g — g
{ P(X)0®Q(X)d ~ (P(X)dQ(X)).

Le produit de deux dérivations P(X)d et Q(X)0 n’est pas la composition habituelle des po-
lyndmes (g n’est pas stable sous cette opération) mais l'unique dérivation envoyant X sur
P(X)Q'(X). Soient P(X), Q(X) et R(X) des polynémes. On a :

P(X)d 0 (Q(X)D o R(X)D) — (P(X)d o Q(X)d) o R(X)D = P(X)Q(X)I*R(X).

Ceci est symétrique en P(X) et Q(X). La relation de compatibilité des algebres pré-Lie est donc
vérifiée.

Proposition 106. Soit (g.,) une algébre pré-Lie. On définit le crochet {—, —} par :

{(—,—1}: g¥g — 9
’ "l z®y — zoy—youx.

Muni de ce crochet, g est une algébre de Lie notée gre.
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Démonstration. L’antisymétrie du crochet est immédiate. Regardons la relation de Jacobi. Soient
x, y et z des éléments de g. On a :

{z{y, 2} + {2 {z,y}} +{y,{z,2}} =ro(yoz) + (20y)oxz—z0(20y) — (yoz)ox
+z0(zoy)+ (yor)ozr—zo(yox)—(zoy)oz
+yo(zox)+ (roz)oy—yo(roz)—(zox)oy
=0.

Théoréme 107. Soit g une algébre pré-Lie. On considére les assertions suivantes :
1. L’algebre pré-Lie g est libre.

2. L’algébre de Lie g est libre.

3. L’algébre enveloppante U(g) est libre.

Lassertion [1] implique lassertion[d. Les assertions[3 et[3 sont équivalentes.

Démonstration. Soit g une algebre pré-Lie.

1. L’assertion a été démontrée par Chapoton |13} corollaire 5.3].

2. Soit V un systeme minimal de générateurs de g. Si g est une algebre de Lie libre alors
l'algebre tensorielle T'(V') vérifie les caractéristiques de U(gy). Par unicité de l'algebre
enveloppante, U(gg) ~ T(V) et U(gy) est donc libre. Si I'algebre enveloppante U(gq) est
libre alors U(gy) ~ T(V'). En utilisant la propriété universelle des algebres enveloppantes
et le théoreme de Poincaré-Birkhoff-Witt, on obtient que l'algebre de Lie g est libre. On
pourra se référer au livre de Reutenauer [81), chapitre 0] sur les algeébres de Lie libres.

O

Remarque. L’implication est fausse. En effet, considérons ’algebre tensorielle

T(Vect(z1,...,2,)) munie du produit de concaténation, du coproduit rendant z; primitif pour

tout entier i € [1,n] et graduée par la longueur des mots. On appelle {—, —} le crochet de Lie

associé au produit de concaténation. L’algebre de Lie Prim(7(Vect(z1, ..., 2y))) est libre. Pour
deg(v

tous les éléments homogenes u,v € T(Vect(z1,...,2,)), on pose uov = g(v) {

deg(u) + deg(v)
Le produit o définit une structure d’algebre pré-Lie a gauche sur Prim(7(Vect(z1, ..., z,))). Elle
n’est pas libre puisque pour tout entier i € [1,n], z; 0 z; = 0.

u,v}.

Définition 108. Soit (g,0) une algébre pré-Lie. On considére l’algébre de Hopf symétrique
S(g) munie de son coproduit A habituel. On étend le produit o sur S(g). Soient donc des éléments
a, b, c et x tels que a,b,c € S(g) et x € g. On pose alors :

loa = a,
aocl = g(a)l,
(za)ob = mo(a0b)—(roa)ob,

ao(be) = Y(aMob)(a® oc).

Sur S(g), on définit un produit x par :

S(g)®S(g) — S(g)
* a®b — axb=YaV(a®ob).
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Théoréme 109. L’espace (S(g),*, A) est une algébre de Hopf isomorphe ¢ U(grie), l'algébre
enveloppante de l’algébre de Lie gre-

Démonstration. Ce théoreme a été établi et démontré par Oudom et Guin dans |75, proposition
2.7 - théoreme 2.12]. O

3.2.2 Algebres de Hopf d’arbres enracinés
Algebre des arbres enracinés de Calaque, Ebrahimi-Fard et Manchon

Calaque, Ebrahimi-Fard et Manchon [10, sections 4.1 et 4.2] introduisent une algebre de
Hopf d’arbres enracinés graduée par le nombre d’arétes et non pas par le nombre de sommets.
Manchon et Saidi |65, théoreme 13] réutilisent cette structure afin d’expliciter I'interaction entre
la loi pré-Lie d’insertion |10} section 4.3] et la loi-pré-Lie de greffe. Mansuy [66, section 4.3] donne
une version non commutative de I’algebre de Hopf de contraction des arbres enracinés. Rappelons
la définition de ’algebre de Hopf de Calaque, Ebrahimi-Fard et Manchon. Pour cela, considérons
l'algebre K[Tgr| engendrée par les foréts enracinées. Le produit de deux foréts enracinées Fj et
F5 est 'union disjointe de F} et Fb.

Définition 110. Soient F' une forét enracinée différente de ., E(F') l’ensemble de ses arétes
et e un sous-ensemble de E(F'). On appelle

1. Parte(F) la forét enracinée obtenue en conservant tous les sommets de F et les arétes de
67

2. Conte(F) la forét enracinée obtenue en contractant les arétes de e et en identifiant les
extrémités des arétes appartenant a e.

Exemple. Soit t arbre enraciné ¢t = \} . L’ensemble e correspond aux arétes colorées en
rouge. On a alors : Part.(t) = . V et Cont.(F) = 1.

On considere .7-}({0) lalgebre K[Tgr] quotientée par l'idéal (. — 1). Pour toute forét enracinée

F' et tout sous-ensemble e de E(F), on continue d’appeler Part.(F) (respectivement Cont.(F))

I'image de Part.(F') (respectivement Cont.(F')) dans ]-"P({C).

Théoréme 111. Le triplet (flgc),m, A) ou m désigne l'union disjointe et A est l’opération

telle que pour toute forét F, A(F) = Z Parte(F) @ Cont.(F), est une algébre de Hopf.
eCE(F)

Démonstration. Ceci est prouvé dans [10, section 4.1]. O

Exemple. Considérons toujours I’arbre enraciné \} .Ona:

A(\)):\}®1+:®E+2:®V+§®:+V®:+::®:+1® V.

Soit z € K un scalaire. On appelle s le morphisme d’algebres défini par :

/1:{ Hp — K[Tr]

D diagramme +— tp arbre sous-jacent a D.



3.2. Diagrammes de dissection et arbres enracinés 97

L’application x n’est pas un morphisme de cogebres. En effet, considérons les diagrammes de
2 2 2 2

dissection D = 1®3 , Doy = 1©3 , D3 = 1@3 et Dy = 1@3 . On a alors

k(Dy) = \} = k(D3) et k(D3) = i = k(Dy).

(k® k) o A(Dy) = \}®1+<x\/+ +::>®:+I®((1+x)\/+f)+1®\},
(k® K)o A(D3y) = \}®1+(2V+>®I+I®(2V+$)+1®\}
(k® )OA(D3: ®1+(1+z +::>®:+(2+x):®f+1®1,

(H®/€)OA(D4):£ ®1+(2£+x11)®1+I®((1+x)v+$)+1®%.

Remarque. Le contre-exemple précédent montre que, quelle que soit 'algebre de Hopf
de foréts enracinées, quel que soit le parametre x € K de 'algebre de Hopf Hp, 'application
envoyant un diagramme de dissection sur son arbre enraciné plan ou non plan sous-jacent n’est
pas un morphisme de cogebres.

Algéebre de Hopf Hqgr des arbres enracinés de Grossman et Larson

L’algebre de Hopf de Grossman et Larson, notée Hgr, a été introduite dans [42] comme
outil en théorie des opérateurs différentiels [41} 43|. Elle est graduée, connexe, cocommutative
et non commutative. Par le théoréme de Cartier-Quillen-Milnor-Moore, elle est donc isomorphe
a l'algebre enveloppante de ses primitifs. Panaite |76] montre 'existence d’un lien entre Hgry, et
le dual gradué H%K de lalgebre de Hopf de Connes et Kreimer (cf. section du chapitre .
Il est corrigé par Hoffman [45]. Les deux algebres de Hopf ne sont pas égales mais isomorphes
en caractéristique nulle. Dans H%K les greffes font apparaitre des coefficients de symétrie non
présents dans Hgr. Chapoton et Livernet [16, corollaire 1.10] montrent que 'algebre pré-Lie
des arbres sous-jacente a ’algebre de Grossman et Larson est libre et donnent ainsi une autre
preuve de l'existence d’un isomorphisme entre Hqr, et H%K Oudom et Guin [75, proposition 2.7
- théoreme 2.12] utilisent le cas de Hgr, comme modele pour établir un théoréme de structure
concernant 1’algébre enveloppante d’une algebre pré-Lie.

Rappelons la définition de ’algebre de Grossman et Larson. Nous adoptons le méme point
de vue que Oudom et Guin. Posons g7, = Vect(t, ¢t € Tr).

Définition 112. Sur g7, on définit le produit suivant :

1@ty = Z Tty ,to,s

I IR — 7w
o
seV(t2)

OU Ty, 1,5 st U'arbre enraciné obtenu en greffant t; sur le sommet s de ta.
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Théoréme 113. L’algébre (g7, ,0) est l'algébre pré-Lie a gauche libre engendrée par 'arbre
enracing ..

Démonstration. 11 s’agit du corollaire 1.10 établi et démontré par Chapoton et Livernet dans
[16]. O

Exemples. Considérons les arbres t1 = 1 et to = f On a:

IOEZRMVJ, Io::L/Jr[.

Proposition 114. Sur S(g7,), le produit x, obtenu grice au produit pré-Lie o et a la
construction de Oudom et Guin, est donné par :

Horo ® Her, — Hawn

X9t oty @tagt - tnem > (t1 . tostngt - tnim, 0)
cr:IQ[[l,n]]HV(thrl...tn+m)

V(tns1 .- thsm) est Uensemble des sommets de la forét tpi1 ... tohtm,

(t1 ...ty tpnt1 - -tnem, o) désigne la forét enracinée obtenue en greffant l'arbre t; sur le
sommet o (i) pour tout élément i de I.

Exemples. Considérons les arbres enracinés ., I et V. On a:

V*I—\</+\f+ Vi,

st =V.aalr v Yoy ..,
Dxo. =21 4.1,

Algebre de Hopf quotient des arbres sous-binaires

Définition 115. 1. Un arbre enraciné t est dit sous-binaire si tous ses sommets sont de
degré au plus 2. L’ensemble des arbres enracinés sous-binaires est noté Tsb.

2. Une forét enracinée F' est dite sous-binaire si tous les arbres enracinés qui la composent
sont sous-binaires. L’ensemble des foréts enracinées sous-binaires est noté Fso.

Proposition 116. Considérons [’espace vectoriel défini par T = Vect(F,F € Fgr \ Fss).
C’est un biidéal de Hopf de Har,.

Démonstration. Commencons par montrer que Z est un idéal. Pour cela, il suffit de montrer
que, si t et 7 sont des éléments de Tr \ Tsp et Tr respectivement, alors ¢ x 7 et 7 % ¢ sont des
éléments de Z. Ceci est immédiat puisque t x7 =to7 4+ t7 et que Txt =7 ot + 7t. De plus, 7
est un coidéal puisque pour tout arbre enraciné ¢, I’élément ¢ est primitif. ]

Proposition 117. L’espace vectoriel SBT = Vect(F,F € Fss) est une algébre de Hopf
quotient de Hay,.
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Démonstration. 11 suffit de considérer la surjection canonique

Hqr, — SBT

: F i F' € Fsp,
| por, o [P ress
0 sinon.

On a alors que le biidéal de Hopf Z est le noyau de IlgpT. O

Remarque. De maniere duale, ’espace vectoriel SBT des foréts enracinées sous-binaires
peut étre vu comme une sous-algebre de Hopf de celle des foréts enracinées de Connes et Kreimer.

3.2.3 Algebre de Hopf duale des diagrammes de dissection

L’algebre de Hopf Hp étant graduée et connexe, son dual gradué H{ est une algebre de
Hopf graduée connexe. L’objectif de cette sous-section est donc d’étudier sa structure. Jusqu’a
la définition du crochet de Lie [—, —], nous suivons la méme démarche que dans [26, chapitre 7,
section 7.3]

Proposition 118. L’algébre de Hopf ’H% est isomorphe a l'algébre enveloppante U(gp) ot
gp est l'algébre de Lie Prim(?—l%) des primitifs de ’H%.

Démonstration. L’algebre de Hopf 7-[% étant graduée, connexe et cocommutative, on obtient le
résultat grace au théoreme de Cartier-Quillen-Milnor-Moore. O

Notons (Zr,)Fpen, la base duale des diagrammes de dissection. On sait que 'espace des
générateurs de l'algebre de Lie Prim(Hp) est gp = ((1) + Ker()?)*. Donc une base de gp
est donnée par (Zp)pep. Pour connaitre les opérations de I'algeébre de Hopf H, il suffit de les
définir pour Zp avec un diagramme de dissection D quelconque. Pour le coproduit, c’est tres
simple puisque, pour tout D, I’élément Zp est primitif. En ce qui concerne le produit, on a la
proposition suivante :

Proposition 119. Soient D1 et Do deuzr diagrammes de dissection non vides de degrés
respectifs ny et ny et x un scalaire. Le produit de Zp, par Zp, est défini par :

Zp,Zp, = (14 0D,.0,)ZD,Dy + Y, ¢(D1, Da; D) Zp
DeD

ot pour tout diagramme de dissection D, le coefficient ¢(D1, Da; D) est un polynéome Qp, dé-
pendant du diagramme D et évalué en x. Plus précisément, si on note n U’entier ny + na, on
a:

QD(x) = (ZDl ® ZDz) © A(D)

Exemples. Considérons les diagrammes @ et @ On a :
Z:Z:—QZ: :+2Z:+2Z:+(1+x)2:,
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Z Z =Z +3Z +Z +xZ +7Z
VAORVORCRVIRORS
+Z@ + ;UZ@ + Z@,
Z@Z =Z +3Z +Z +zZ +2°Z
2 QO © O O O
+(1+£L’)Z@ +22@ +22@ +(1+£L’)Z@.

Corollaire 120. L’algébre de Lie gp est l’espace vectoriel gp = Prim(?—[%) muni du crochet
[—, —] défini par : pour tous les diagrammes de dissection Dy et Ds,

(Zp,. Zp,) = Y (c(Dl,DQ;D) —c(Dg,Dl;D)>ZD.
DeD

Exemple. Considérons toujours les diagrammes @ et @ On a:
[Z A ] =—7 -7 -7 -7
VAOSRORS RORS
+Z@ —i—xZ@ +x2Z©.
L’objectif est maintenant de définir une algebre de Hopf isomorphe a H{ et munie d’une

structure de Oudom et Guin afin de pouvoir établir un morphisme entre Hgy, et Hy grace a
une structure pré-Lie.

Proposition 121. L’espace vectoriel gp = Prim(gp), muni du produit o défini par :

ZD1®ZD2 — Z C(Dl,DQ;D)ZD,

gp®gp — @D
O
DED

est une algébre pré-Lie a gauche.

Démonstration. Pour cela, rappelons la notion d’algebre de Hopf combinatoire commutative-

associative-libre droite introduite par Loday et Ronco dans [58, définitions 3.16, 4.1, 4.16 et 5.7].

Une algebre de Hopf combinatoire commutative-associative-libre droite est une algebre de Hopf

(H,m,A) associative commutative libre engendrée par Gén(H) et telle que, pour h € Gén(H ),

on ait A(h) = " h(Y @ h® avec h(? € Gén(H). L’algebre de Hopf Hp est donc une algebre de
h
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Hopf combinatoire commutative-associative-libre droite. D’apres Loday et Ronco [58, théorémes
5.3 et 5.8], le couple (gp, o) est une algebre pré-Lie & gauche. O

Proposition 122. On considére 'algébre de Hopf S = (S(gp), *, A) ot S(gp) est lalgébre
symétrique des diagrammes de dissection, le produit x est construit a partir du produit pré-Lie
o défini sur gp et de la définition le coproduit A est le coproduit habituel de S(gp). Les
algébres de Hopf S et 7—[% sont isomorphes.

Démonstration. Ceci est 'application directe du théoréme [I09] et de la proposition [I18 Pour la
suite, on identifiera H a l'algebre de Hopf obtenue par le théoréme de structure de Oudom et
Guin. O

Lemme 123. L’algébre de pré-Lie engendrée par le diagramme @ est un sous-objet non
trivial de gp.

Démonstration. Pour tout entier naturel n le nombre de foréts enracinées de degré n est au plus
égal au n-ieme nombre de Catalan C),. Notons d,, le nombre de diagrammes de degré n. On a :

3n
) (n+1)<n> _ Bn)l(n+1)!  (2n+2)...(3n)

><2n> 2n+1)!(2n)!  (n4+2)...(2n) "

o
83

2n+1

Ainsi, pour tout entier n > 2, le nombre de diagrammes de dissection de degré n est strictement
supérieur au nombre de foréts enracinées de degré n. O

3.2.4 Définition d’un morphisme d’algébres de Hopf de Ha1, vers Hy

On cherche ici & décrire un morphisme d’algebres de Hopf entre les arbres enracinés de
Grossman et Larson et le dual de 'algebre de Hopf des diagrammes de dissection. Pour cela,
nous allons utiliser la structure pré-Lie des deux algebres, les structures de Grossman et Larson et
de H% qui en découlent ainsi qu'un procédé d’insertion de cordes. Dans un souci de simplification
d’écriture, pour toute union disjointe de diagrammes de dissection U, 1’élément Zy de 7—[% sera
simplement noté U.

Remarque. Si f:Hgr — My est un morphisme d’algébres de Hopf graduées homogéne
de degré k > 0 alors, d’apres le lemme ce morphisme n’est pas surjectif.

Définition 124. On appelle v l'unique morphisme pré-Lie suivant :
9 — 9D

v: ,H@

Il reste maintenant & prolonger le morphisme pré-Lie v en morphisme d’algebres de Hopf.
Pour cela, rappelons d’abord la définition de 'opérateur de greffe.
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Définition 125. L’opérateur de greffe noté B est défini par :

5. K[Te] — on
| t1,...,th €T+ Darbre obtenu en greffant t1,...,t, sur une racine commune.

Exemple. B(t,t2) VA VAL B(ta, t1).
Proposition 126. L’unique prolongement ¢ de v, construit grace a la structure de Oudom
et Guin de Hgr,, est défini par :

HGL — /H%
@i tr.ty = @(t)...p(tn)
t o= Lip(t) ... e(ty)

ot t1 ...ty est la forét telle que t = B(ty ...t;) et L désigne l'application linéaire suivante :

Hp — D

L: Dl,...,DREID — Z (ZDl...DnoZ )(G)G
cep @

G diagramme

Corollaire 127. Soit t un arbre enraciné. Si t posséde au moins un sommet de fertilité
strictement supérieure a 2 alors y(Zy) = 0. Le morphisme ¢ n’est donc pas injectif.

Démonstration. Soit D un diagramme de dissection et a une corde de D. L’élément gy, (D) ne
peut étre I'union disjointe que d’au plus deux diagrammes. ]

Corollaire 128. L’algébre pré-Lie engendrée par @ n’est pas libre.

Conjecture 129. On appelle N ’espace vectoriel défini par :
N = Vect(F € Fr, Is € V(F), fert(s) > 3)

i.e. 'espace vectoriel engendré par les foréts mon sous-binaires. Alors, N est le noyau du mor-
phisme d’algébres de Hopf p.

Considérons alors maintenant comme espace de départ ’algebre de Hopf quotient SBT des
arbres enracinés sous-binaires. On gardera la notation ¢ pour ce nouveau morphisme. On a :

SBT — H}
B(t)eTss —  L(p(t)),
B(tltg) €Tss — L((p(tl)gD(tQ)),
t1...th € Fss = p(t1)...o(tn),
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ou L désigne I'application linéaire suivante :

DFeKeDtDt — Dt

pel ~ o (ZDOZ@>(G)G,

G diagramme

G diagramme

Di® Dy Z (ZD1D2 o/ )(G)G
Gep @

Exemples. Considérons larbre enraciné ¢t = !. On sait que ¢t = B(.). Par calcul direct, on

obtient alors que :
DG Q)

Considérons I’arbre enraciné t = V. On sait que t = B(..). Par calcul direct, on a alors :

o-{(D(D)
QS
+2@ + 2x@ + 2@ + 2@.
Considérons maintenant ’arbre enraciné t = {/ Ecrivons t en fonction de 'opérateur de

greffe B et de l'arbre enraciné de degré 1. On obtient alors ¢t = B(l.) = B(B(.).). Ainsi, on
obtient que :

(D)D)
D)D) +-HOD)

Lemme 130. Soit t un arbre sous-binaire de degré n non nul. Son image p(t) est alors
homogeéne de degré n.

Démonstration. Ceci est vrai par construction. ]

L’objectif est donc maintenant de déterminer L(D) ainsi que L(D;Ds) pour tous les dia-
grammes de dissection D, D et Ds. Il s’agit en réalité de formaliser la construction de dia-
grammes de dissection par l'insertion d’une corde dans un ou deux diagrammes. Pour cela,
introduisons quelques notations supplémentaires. Soient D un diagramme de dissection de degré
n > 1 et i un entier appartenant a 'intervalle [0, n].
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— L’entier i représente le sommet ¢ (ou la racine, si i = 0). Le sommet ¢ et parfois noté Sp ;.

— On appelle fertilité du sommet ¢ le nombre de cordes de D ayant le sommet ¢ parmi ses
extrémités. On la note fp(7).

— L’ensemble des cordes de D, numérotées suivant le sens direct et ayant le sommet 7 parmi
z . 7 z . . R 7: ,L
ses extrémités, est défini par : Ap; = {ap 4, ... ,aD7fD(i)}.

— Soient u < v des entiers compris entre 0 et n. Une corde liant les sommets u et v est notée
{u,v}. Comme le diagramme est naturellement orienté, on ne rappelle pas l'orientation de
la corde {u,v} dans sa notation.

— Considérons un entier ¢ € [0, fp(i)]. On définit alors les deux sous-ensembles de cordes
suivants : A% = {a aby ) et AR = {al at }
*Api =D Apy D,i = \4Dt+10- 54D (i)

Lorsqu’il n’y a pas d’ambigiiité sur le diagramme considéré, on oubliera de rappeler son nom
dans les notations.

Exemples. Illustrons sur deux exemples la maniere de nommer les cordes issues d’un méme
sommet d’un diagramme de dissection. Dans le premier exemple, on considere un sommet qui
n’est pas la racine du diagramme ; on le colore en rouge. Dans le second, on considére la racine
du diagramme ; on la colore en jaune. Dans les deux cas, les cordes issues du sommet considéré
sont colorées en rouge. Pour alléger les notations, la s-iéme corde issue du sommet ¢ sera notée
s a la place de aiD7s.

Insertion d’une corde en un sommet d’un diagramme de dissection D

Considérons D un diagramme de dissection de degré n > 1. On souhaite insérer une corde
supplémentaire dans D de toutes les fagons possibles. Pour cela, on commence par choisir un
sommet ¢ de D, on partitionne les cordes ayant le sommet ¢ comme extrémité afin de scinder ce
dernier en deux. On obtient alors deux nouveaux sommets : s1 et so. L’objet obtenu n’est pas
un diagramme de dissection. Il suffit de construire la corde entre s; et sy pour avoir a nouveau
un diagramme de dissection. Par cette méthode, on peut ainsi construire tous les diagrammes G
de degré n + 1 possédant au moins une corde a telle que le contracté g4y (G) soit le diagramme
D.

Le sommet de D choisi n’est pas la racine. Choisissons un sommet de D qui ne soit pas
sa racine. Pour cela, il suffit de considérer un entier ¢ de l'intervalle [1,n]. Soit t € [0, f(i)] un
entier permettant de partitionner les cordes de D ayant le sommet ¢ parmi ses extrémités. On
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définit la fonction suivante :

¢D) — {{uy,v},0<u<v<n+1}

{u,v} si(u<i—letv<i-—1)
ou(u<i—1, v=iet {u,v} e A,
Pis {u,v} {u,v + 1} si(u<i—1, v=riet {u,0} € A"

ou (u=71et {u,v} e Af’l),
{u+1,v+1} si(u=71et{u,v} EAE’2) ouwu >i+1.

A partir de cette fonction, considérons un diagramme G p,it de degré m + 1, ouvert entre les
sommets i et i + 1 tel que € (Gpit) = ¢i(€(D)). Le diagramme Gp ;¢ n’est pas un diagramme
de dissection mais il va servir d’intermédiaire pour définir le mécanisme d’insertion de cordes.

Exemples. Considérons quelques diagrammes de dissection D et donnons leur diagramme
ouvert obtenu Gp ;. Le sommet 7 a scinder est coloré en rouge, les cordes de D contenues dans
t,1 , £,2 ,
I'ensemble A} sont colorées en bleu et celles contenues dans A}, sont colorées en vert.

4 4 5

1. Pour D = , ¢ , on obtient alors : GD7472 =

2. Pour D =

3. Pour D =,

Il est maintenant possible de définir un endomorphisme homogene de degré 1 d’insertion de
I’espace vectoriel des diagrammes de dissection. Pour cela considérons un entier naturel non nul
i (choix du sommet ou a lieu I'insertion) et un entier naturel ¢ (partition des cordes issues du
sommet 7). Définissons I"application I'; ; par :

(D) — (D)at1

Py D o {GD,i,t tel que €(Gp,it) = ¢ir(€(D))U{i,i+1} sii<nett< fp(i),
sinon.

Remarques. Soient un diagramme de dissection D, un sommet ¢ et un entier ¢ de 'inter-
valle [0, fp(i)].
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1. L’orientation de la corde {7, i+1} du diagramme de dissection Gp;+ = ®; (D) est aisément
déterminable. En effet, considérons I’ensemble Ap ;. Il existe un unique entier I(7) tel que
la corde aiD,l(i) porte le numéro i. On a alors deux cas. Si t < (i) —1 alors la corde {i,i+1}
de Gp,i sera orientée de i vers i + 1 et portera donc le numéro i. En revanche, si t > I(3),
la corde {i,i + 1} de Gp ;i sera orientée de i + 1 vers ¢ et portera donc le numéro ¢ + 1.

2. La somme des applications du type ®;; sera appelée opération 1.

Exemples. Reprenons les trois diagrammes utilisés précédemment en exemple et réalisons
une insertion de corde en gardant le méme code couleur. La corde insérée est colorée en rouge.

4 4 5
3 6
1. Pour D=, ¢ »onaalors Gpgo =
2 7
1 8
5 6
4 7
3
2. Pour D = , on obtient alors Gpa1 = * 8.
2 2 9
1 10
4 5
3 6
3. Pour D = , ¢ ,onaalors Gpr73 =
2 7
1 8

Le sommet de D choisi est la racine. Maintenant le sommet considéré est la racine du
diagramme D. Soit 7 € [0, f(0)] un entier permettant de partitionner les cordes ayant la racine
comme extrémité. On sait alors qu’il existe un unique entier s de l'intervalle [1,n] tel que la
corde a%i s’écrive {0, s}. Choisissons un élément A € {0,1}. On définit alors deux fonctions.

Cas 1: A=0. On note qb()\j la fonction :

¢(D) — {{u,v},0<u<v<n+1}

gbéﬁz (w0} {u,v} s%uzlou (u=0etv<s—1),
{v,n+1} siu=0etv>s.

Posons @%)’077 le diagramme de degré n + 1, ouvert entre la racine et le sommet n + 1 tel que

‘5(@})7(”) = ¢())‘7T(‘€(D)). La fonction gb())‘J permet la construction d’un diagramme ouvert par
création du sommet numéro n + 1.
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7
Exemple. On choisit le diagramme D = .On prend 7=2et A =0. On

: . 0 __ 3 8
obtient alors : GD’(),2 = )

Cas 2 : A =1. On définit alors la fonction gZ)SJ par :

¢(D) — {{u,v},0<u<v<n+1}
{u+1,vo+1} siu>lou(u=0etv<s—1),
{u,v+1} siu=0etv>s.

A

U {u,v} {

Dans ce cas, le diagramme G% 0.~ de degré n+ 1 est ouvert entre la racine et le sommet numéro
1et %(éj\),oﬁ) = gb(}ﬁ (¢(D)). La construction du diagramme ouvert C;’()\J repose alors sur celle
de son sommet numéro 1 et non plus du numéro n + 1.

Exemple. On reprend le diagramme D = . On prend toujours 7 = 2

5 6

mais cette fois, A = 1. On obtient alors : é}) 02 =72 8.

1 S 10
Definissons maintenant I’endomorphisme homogene de degré 1 d’insertion en la racine. Pour
cela considérons un entier naturel 7 (partition des cordes issues de la racine) et A un élément de
{0,1}. Définissons 'application gf)&T par :
(D) — (D)nt1
)\ .
(I)S,T : D = {GO,T(D) siT < fD<O)7

0 sinon
ou ’ensemble des cordes du diagramme de dissection GS‘J(D) est :

¢ (G (D)) = ¢ -(€(D)) U{{0, (1 = Mn +1}}.
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Remarques. Soient un diagramme de dissection D, un entier 7 de l'intervalle [0, fp(0)]
et A un élément de {0,1}.

1. La corde insérée permettant de construire G)[‘) 0.+ st automatiquement orientée. En effet,
soit A = 0 et alors on a construit la corde {0,n + 1} (corde numéro n + 1), soit A = 1 et
alors on a construit la corde {0,1} (corde numéro 1) de G, , ...

2. La somme des applications du type @é,t sera appelée opération 2.

Exemples. Reprenons les deux exemples précédents. La corde insérée est colorée en rouge.

5 5 6
4 6
4 7
3 7 .
1. Pour D = , on obtient ®Y (D) = * 8
2 8 9 9
1 9 1 10
5 5 6
4 6
4 7
3 7 1 .
2. Pour D = , on obtient ®j,(D) = 3 5.
2 8 9 9
)
1 9 1 10

Détermination de L(D) pour D un diagramme de dissection de degré n > 1.

Proposition 131. Soient D un diagramme de dissection de degré n > 1, i et j deux entiers
de Uintervalle [1,n], t; (respectivement t;) un entier de l'intervalle [0, f(i)] (respectivement de
Uintervalle [0, f(j)] ), 71 et T2 deuz entiers de l'intervalle [0, f(0)], et A1 et Ao deuz éléments de
{0,1}. On a alors :

1 (@i, (D), {iyi+1}) = (D44, (D), {4, 5 +1}) <= (i =] et t1 =ta),

2. (25 (D), {0,(1 = A)n +1}) = (0%, (D),{0,(1 — A)n + 1}) <= (A = Xg et 71 = 72),
3. ((I)i,tl (D)> {ia i+ 1}) # ((1)(/)\,171 (D)’ {Oa (1 - )‘1)” + 1})

Démonstration. Soient D un diagramme de dissection de degré n > 1, i et j deux entiers de
I'intervalle [1,n], ¢; (respectivement ¢;) un entier de l'intervalle [0, f(¢)] (respectivement de
I'intervalle [0, f(j)]), 71 et 72 deux entiers de l'intervalle [0, f(0)], et A1 et Ay deux éléments de

(0,1}

1. II suffit de montrer I'implication :
(P (D), {i,i+1}) = (Pigy (D), {i,i +1}) = t1 = to.

Pour cela, notons p; (respectivement ps) le sommet ¢ du diagramme ®;;, (D) (respecti-
vement du diagramme ®;4,(D)) et intéressons-nous a sa fertilité f(p1) (respectivement
f(p2)). On a alors f(p1) = t1 + 1 et f(p2) = t2 + 1. Si 'on suppose que les couples
(®it, (D), {i,i+1}) et (Pir,(D),{i, i+ 1}) sont égaux, I'implication est alors triviale.

2. Posons A = Aq. Pour établir I’équivalence souhaitée, il suffit de prouver 'implication :

(CI)S,Tl (D)’ {07 (1 - )\)TL + 1}) - ((I)(/},TQ(D)v {07 (1 - )‘)n + 1}) = T1 = Ta.
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Pour cela, procédons de la méme fagon que pour le point précédent. Notons p; (respec-
tivement p) la racine du diagramme @3 (D) (respectivement du diagramme ®} _, (D))

et intéressons-nous a sa fertilité f(p;) (respectivement f(p2)). Posons f(0) = fp(0). On a
alors :

f(pl) :(5)\70 (f(O) -7+ 1) + (5,\,1 (7'1 + 1) ,
f(pz) :(5)\70 (f(()) — To + 1) + 5,\,1 (7'2 + 1) .

3. Ceci est trivial puisque ’entier i est non nul.
O

Corollaire 132. Soit D un diagramme de dissection de degré n > 1. Posons op le nombre
de couples distincts (G,a), ou G est un diagramme de dissection de degré n + 1 et a est une
corde de la forme a = {u,v} avec 0 < u < v < n+ 1, obtenus d partir des opérations 1 et 2
appliquées a D. On a alors :

op=3n+2+ fp(0).

Démonstration. Soit D un diagramme de dissection de degré n > 1. Par calcul direct, on obtient
que :

obtenus par 'opération 1

- obtenus par l'opération 2

o(D)= > (fo(i)+1) + 2(fp(0)+1)

=1
= (3n — fp(0)) +2(fp(0) + 1)
=3n+2+ fp(0).

Proposition 133. Soit D un diagramme de degré n € N*. On a

L(D) =Y atuen e, (D) + 3 |8 (D) + @5 (D)),
ief[1,n] 7€[0,fp(0)]
te0,fp(9)]

avec a; = {i,1 + 1}. Ceci peut se réécrire de la maniére suivante :

L(D) =Y ®y(D) + 2y ®y(D) + 3 [®) (D) + . (D)],
ie[1,n] i€[1,n] 7€[0,fp(0)]
tef[0,(i)—1] tei(@),fp(3)]

ot pour tout entier i € [1,n], (i) est l'unique entier de l'intervalle [1, fp(i)] tel que la corde
afb 103) du diagramme D soit numérotée par 1.

Démonstration. Par construction, les diagrammes construits a partir des opérations 1 et 2 in-
terviennent dans L(D).

Soit maintenant (G, a) € (D)n+1 X € (G) tel que g4y = D. Ecrivons a sous la forme a = {4, 5}
avec {i,7} € {{u,v},0 <u<v<n+1}.
Cas 1 :i#0. q{1(G) = D (un seul diagramme) donc j =i + 1. On obtient donc

(G,a) = (P (D), {3,i + 1}) avec t = fg(i) — 1.
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Cas 2 :i=0. qq}(G) = D (un seul diagramme) donc j € {1,n + 1}. On obtient donc

((I)(l);r(D)v{O’l}) aveCT:fG(O)_l sig=1,
(99 ,(D),{0,n+1}) avec 7 = fa(n+1) =1 sij=n+1.

(G, CL) = {

Corollaire 134. Supposons que x € N. Soit D un diagramme de degré n € N*. Notons
or(p) le nombre de termes dans L(D) comptés avec leur multiplicité. On a :

n

oy =3nz+ (1—a) Y 1)+ (2 —2)fp(0) + 2

i=1

ot, pour tout entier i € [1,n], I(i) est 'unique entier de l'intervalle [1, fp(i)] tel que la corde
af(i) du diagramme D soit numérotée par i.

Démonstration. La preuve se fait par calcul direct. O

Proposition 135. Soit x un élément de K. Soient D1 et Do deux diagrammes de dissection
non vides. On a alors l’équivalence :

L(Dl) = L(DQ) <— D1 =D>,.

Démonstration. Soit x un élément de K. Soient Dq et Do deux diagrammes de dissection. On
rappelle que fp,(0) (respectivement fp,(0)) est la fertilité de Dy (respectivement Ds) en sa
racine. On sait que, pour tout entier naturel non nul n, le projeté de L(D;) (respectivement
L(D3)) sur 'espace vectoriel des diagrammes de dissection de fertilité n en la racine est non nul
sin < fp,(0) +1 (respectivement n < fp,(0) + 1) et nul si n > fp,(0) + 2 (respectivement n >
fp,(0)+2). Ainsi, si Dy et Do n’ont pas méme fertilité en la racine, on obtient automatiquement
que L(D;) et L(D2) sont distincts. Choisissons donc D; et Dy de telle sorte qu'ils aient la
méme fertilité en la racine et supposons que L(D;) et L(D3) soient égaux. Ecrivons Dy et Dy

& &)
sous leur forme D; = @ et Dy = @ . Posons S1 = ,
D, D
Sy = , P = , Py = . Les ensembles {Si, S5} et
D ()

{P1, P»} sont égaux. Plusieurs cas sont possibles.

Commencons d’abord en considérant le cas S1 = S5 ou le cas S1 # Sy avec S1 = P;. L’égalité
S1 = P; implique que les diagrammes de dissection D et Dy sont égaux.

Considérons maintenant le cas S1 # Sy avec S; = P». On obtient alors que les diagrammes de
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dissection Ay, As, B1, By sont tous vides ainsi que les égalités =

@ @ Par récurrence sur leur fertilité en la racine, on obtient que

= (5. Ainsi les diagrammes de dissection D; et Do sont égaux. O

Proposition 136. On suppose que v € R’.. Soit D un diagramme de dissection de degré n
supérieur ou égal a 2. Alors il existe au moins un diagramme de dissection G de degré n — 1,
un scalaire strictement positif cp, un entier naturel non nul k, des diagrammes de dissection
Dy, ..., Dy non vides, tous distincts de D, et un élément U de Vect(Dy, ..., Dy) tels que L(G)
s’écrive sous la forme L(G) = cpD + U. Définissons le couplage

(=, =) Hp ®Hp — K
’ ’ Di..DL,Gi...G; ZDl.‘.Dk(Gl-'-GZ)'

La proposition se réécrit alors de la fagon suivante : pour tout diagramme de dissection D de
degré n > 2, il existe un diagramme de dissection G de degré n — 1 tel que (D, L(G)) # 0.

Démonstration. Soient x un scalaire strictement positif et D un diagramme de dissection de
degré n supérieur ou égal & 2. En utilisant le fait que D posséde n cordes qui ne s’intersectent
pas, on obtient qu’il existe une corde a de D rendant deux sommets consécutifs voisins. Posons
alors G = qg,1(D). 1l s’agit d'un diagramme de dissection de degré n — 1 et L(G) est bien de la
forme souhaitée. O

Proposition 137. On suppose que x € RY.. Soient n un entier naturel et e, € Tr l’échelle
de degré n. Alors, pour tout diagramme de dissection D de degré n, (¢(ey))(D) est non nul,
i.e. il existe un scalaire strictement positif cp, un entier naturel non nul k, des diagrammes
de dissection Dy, ..., Dy non vides, tous distincts de D et un élément U de Vect(Dy,...,Dy)
tels que p(en) s'écrive p(en) = cpD + U. En utilisant le couplage défini dans la proposition
précédente, le résultat se reformule de la facon suivante : pour tout entier naturel n et tout
diagramme de dissection D de degré n le scalaire (D, p(ey)) est strictement positif.

Démonstration. On montre le résultat par récurrence sur n. Le résultat est trivialement vrai
pour e;. Supposons qu’il soit vrai pour un certain rang n supérieur ou égal a 1. Ecrivons ¢(ey,)

sous la forme ¢(e,) = >, agG ou tous les scalaires ag sont strictement positifs. On a
Ge(D)n
diagramme
alors :

p(ent1) = p(en) 0 = Z acL(G) = Z bpD
De(D)p+1
diagramme diagramme

et, d’apres la proposition précédente, les scalaires bp sont tous strictement positifs. Le résultat
est donc vrai au rang n+1. Ainsi 'assertion est vérifiée pour tout entier n strictement positif. [
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Remarque. Supposons que le paramétre x soit égal a 1. Soient un entier naturel n su-
périeur ou égal a 1 et ¢ un entier de l'intervalle [1,n]. On peut calculer, de facon récursive, le
nombre s, ; de diagrammes de dissection, comptés avec multiplicité, de degré n et de fertilité ¢

en la racine apparaissant dans (e, ). Pour cela, on consideére le fait que p(e,) = L™ (@)

et on s’intéresse a la fertilité de la racine des diagrammes obtenus par les opérations 1 et 2.
Soit donc D un diagramme de degré n € N* et G un diagramme obtenu en appliquant I'opéra-
tion 1 ou 'opération 2 & D. Par définition, 'opération 1 n’a aucune influence sur fp(0) donc
fc(0) = fp(0). Considérons maintenant I'opération 2. Soit ¢ € [0, fp(0)] et A € {0,1}. On a
alors :

fp(0)—t+1 siA=0,

fG(O):{t+1 sid=1.

Soient n un entier naturel non nul et ¢ un élément de [1,n]. Le programme Maxima suivant
calcule les coefficients sy, ;.

list_nb_termes_echelle(n):=block([res,nbpf,m,j,k],
if equal(n,1) then
res:[1]
else (
nbpf :append(list_nb_termes_echelle(n-1),[0]),
m:length(nbpf),
res: [nbpf [1]1*(3*n-2)+2*xsum (nbpf [k] ,k,2,m)],
res:append(res,create_list (nbpf[jl*(3*n-1-j)
+2* (sum (nbpaf [k] ,k,j+1,m)+nbpf[j-11),j,2,m))
),
return(res)

)

Pour les échelles de degré inférieur ou égal a 7, on obtient :

n Sn2 Sn,2 Sn,3 Sn,4 Sn,5 Sn,6 Sn,7
1 1

2 4 2

3 32 20 4

4 368 252 72 8

5 5448 3 920 1312 224 16

6 98112 72 800 26 688 5 568 640 32

7 2075584 1572480 611776 143 808 20800 1728 64

TABLEAU 3.2 — Valeur de s, ; pour tous les entiers naturels n (compris entre 1 et 7) et ¢ (compris
entre 1 et n).

Soit n un entier naturel non nul. Posons s,, le nombre total de diagrammes de dissection,
comptés avec multiplicité, apparaissant dans ¢(e,). Pour les échelles de degré inférieur ou égal
a 9, on obtient :




3.2. Diagrammes de dissection et arbres enracinés 113

n 1 2 3 4 ) 6 7 8 9
s, 1 6 56 700 10920 203 840 4426 240 109 549 440 3 043 040 000

TABLEAU 3.3 — Valeur de s, pour les entiers naturels n compris entre 1 et 9.

Insertion d’une corde dans deux diagrammes de dissection pour n’en former qu’un
seul

Soient Dy et Dy deux diagrammes de dissection de degrés non nuls respectifs ny et no. Un
sommet ¢ de Dy, un sommet j de Dy, des entiers t € [0, fp, (7)] et 7 € [0, fp,(j)] étant choisis,
on souhaite insérer une corde supplémentaire suivant les étapes suivantes. Tout d’abord, gréace
aux fonctions d’ouverture décrites dans le paragraphe on obtient a partir de Dy et Do
deux diagrammes ouverts. Ensuite, on renumérote les sommets des deux diagrammes pour les
« recoller » puis, on insere une corde supplémentaire pour former un diagramme de dissection.
Comme un diagramme de dissection ne possede qu’une seule racine, I'un des deux sommets
choisis est obligatoirement une racine. Pour pouvoir utiliser la fonction d’ouverture en la racine,
on introduira un entier A € {0,1}.

On considére la racine de D; (i = 0) et un sommet j € [1,n2] de Ds. Considérons
la racine de Di, un entier ¢ € [0, fp,(0)] (partition des cordes de D; ayant la racine comme
extrémité), un entier A € {0,1} (position de la racine dans le diagramme ouvert Gé,t obtenu a
partir de D;), un sommet de Dy différent de la racine (donc un entier j € [1,n2]) et un entier
T € [0, fp,(7)] (partition des cordes de Dy ayant j comme extrémité). La racine du diagramme
de dissection G 1.Da.tj,r Obtenu apres insertion de corde sera donnée par celle de Ds.

D’apres le paragraphe on peut considérer, grace a la fonction gﬁéﬂt (respectivement
¢j,r) le diagramme ouvert })170,7& muni de son ensemble de cordes qbat(%(Dl)) (respectivement
Gp,. - muni de son ensemble de cordes ¢; (% (D2))).

Pour la renumérotation des cordes, sachant que la racine de G)bl, Da,t.j,r Provient de celle de
D>, considérons les fonctions :

qbg/\(%(Gl)) — {{U,U}, O0<u<v<n;+ne+ 1}

Vgut: {u,v} — {1%4_‘7._)\7@4‘]'—).\} siu>1,
{J+ A +1),v+j—-A} siu=0

et
$j+(¢(G2)) — {{u,v},0<u<v<n+ny+1}
' {u,v} siu<jetwv <y,
D2 {u,v} {u,v+ny} siu<jetv>j+1,

{u+n,v+n} siu>j+1.

Ces deux fonctions permettent d’obtenir un diagramme de degré n; + ns + 1 qui n’est pas un
diagramme de dissection puisqu’il ne posséde que n; + ng cordes. Il ne reste qu’a construire la
corde {j,j +mni + 1}.

Définissons maintenant un morphisme de D ® D dans D, homogeéne de degré 1. Pour cela
considérons deux entiers naturels ¢ et 7, un élément A de {0,1}, un entier naturel non nul j et
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considérons 'application :

(D)n1®(p)n2 — (D)n1+n2+1

>\ . >N . . .
Iiiqre Di®Dy {(?Dl,DQ,tJ‘;r S% t < fp,(0), j <nget < fp,(5),
sinon,

ot 'ensemble des cordes du diagramme de dissection G}, _ est :

t,3,T

C(CD, Dyt ir) = VD0t (96, (€(D1))) UVDs,jir (67,0 (€(G2))) U {5 +na + 1}

2
Exemple. Considérons D, = 1©3 et Dy = ;5 et posons A=1,t=1,

j = 2et 7= 1. On commence par déterminer G’lDl,O,l et GD272,1 en gardant le méme code
couleur que dans le paragraphe Enfin, on effectue l'insertion de corde. On écrit d’abord
F%,2,1<D1 ® Ds) de telle sorte que 'on puisse identifier la renumérotation et I'insertion effectuée
(Pancienne racine de D; redevient blanche puisqu’elle n’est plus racine dans F%7271(D1 ®Dy) et la
corde ajoutée est en pointillés rouges), puis on en donne ’écriture habituelle. On obtient alors :

2
D1 = _ GDl,Ol - @
/ !

3

Gpyo1 = Q

/7

y

Remarques. Soient D; et Dy deux diagrammes de dissection de degrés respectifs ny et no
non nuls ainsi que des entiers A € {0,1}, t € [0, fp,(0)], j € [1,n2] et 7 € [0, fp,(5)]-

1. Il n’est pas nécessaire de considérer les deux valeurs possibles de A. En effet, par calcul

direct, on obtient que Ft] (D1 ® Dy) = F%] i(Dl ® Dy).

2. L'orientation de la corde {j,j + n1 + 1} insérée est immédiate. En effet, considérons dans
¢ (D7) le sous-ensemble Ap, ;. Il existe un unique entier [(j) tel que la corde ajj%l(j) de
Dy porte le numéro j. On a alors deux cas. Si 7 < [(j) — 1 alors la corde {j,j+n1+ 1} de
) ' (D1® Da) sera orientée de j vers j+mny +1 et portera donc le numéro j. En revanche,

siT>1(j), la corde {j,j +n1+ 1} de I‘t] (D1 ® Do) sera orientée de j +mnj + 1 vers j et
portera donc le numéro j + n; + 1.
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3. Appelons v la volte envoyant le tenseur D7 ® Dy sur le tenseur Do ® Dq. La somme des

applications I‘a ;.- et du type Ff: j- OV sera appelée opération 3.

On considére les racines de D, et de D>. Maintenant, pour Dy, comme pour D, on
considére la racine. Soient un entier ¢ € [0, fp, (0)] (partition des cordes de D; ayant la racine
pour extrémité), un entier 7 € [0, fp,(0)] (partition des cordes de Dy ayant la racine pour
extrémité) et deux entiers A\, A2 € {0,1} (position de la racine des diagrammes é)l\)ll,o,t et

CNJE’O’T obtenus a partir des fonctions d’ouverture définies dans le paragraphe . Imposons,

. ey . . Y . .
toujours sans perte de généralité, que la racine du diagramme G DriDatir obtenu aprés insertion

de corde soit donnée par celle de Dy. Définissons les deux cas suivants.

Cas 1 : Posons A = Ay =0 et Ay =1— X =1. Dapres le paragraphe |3.2.4} on peut

considérer, grace a la fonction d)&t (respectivement ¢8,7) le diagramme ouvert Gbl 0+ Muni de
son ensemble de cordes ¢§ (%4 (D1)) (respectivement G,  muni de son ensemble de cordes

#0.+(€(D2))).

. . . 1,1 .
Pour la renumérotation des cordes, sachant que la racine de G5 p, , . provient de celle de
Do, considérons les fonctions :

¢(1),t((g(D1)) — {{U,U}, 0<u<v<ni+ny+ 1}

fyll)lt: {u, v} {u+ng,v+ng} siu>1,
’ u,v} =
{u,v 4+ na} siu=0

0 : ¢877(%(D2)) — {{U7U}7 0<u<w §n1—|—n2—|—1}
D7 * {u,v} +—  {u,v}.

Ces deux fonctions permettent d’obtenir un diagramme de degré n; + ns + 1 qui n’est pas un
diagramme de dissection puisqu’il ne possede que n; + ng cordes. Il ne reste qu’a construire la
corde {0,ng + 1}.

Définissons maintenant un morphisme de D ® D dans D, homogene de degré 1. Pour cela
considérons deux entiers naturels ¢ et 7, éventuellement nuls, et considérons ’application :

(D)m@(D)nz — (D)n1+n2+1
1,0

t, T : Dl ® D2 = {(?D17D27t77— si ¢ S fDl (0) et T S fD2(0)7

sinon,

avec

C(GP) b, 1r) =Ty a(06,(€(D1))) UnD, (65..(€(D2))) U {{0,n2 + 1}}.
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Exemple. Considérons D = @3 et Dy = 5 et posonst=1et7=1.

On obtient alors :

Cas 2 : Posons A = Ay =1et A\ =1—- X = 0. Grace a la fonction ¢8’t (respective-
ment ¢(1)7T), on peut considérer le diagramme ouvert CNJODI 0 muni de son ensemble de cordes

$0+(€(D1)) (respectivement @}327(” muni de son ensemble de cordes ¢ (€' (D2))).

, . . 1 .
Pour la re-numérotation des cordes, sachant que la racine de G%l Dot Provient de celle de

Do, considérons les fonctions :

0 . ¢87t(ig(‘Dl)) - {{U,U}, 0§u<v §n1+n2+1}
Dt * {u,v}  —  {u,v}
et
(b(l]ﬂ_(%(Dg)) — {{u,v},0<u<v<n;+ny+1}
7})217: (o} o {u+ny,v+n1} siu>1,
’ {u,v+n1} siu=0.
Ces deux fonctions permettent d’obtenir un diagramme de degré n; 4+ ng + 1 qui n’est pas un
diagramme de dissection puisqu’il ne posséde que ni + ny cordes. Il ne reste qu’a construire la
corde {0,n; + 1}.
Définissons maintenant un morphisme de D ® D dans D, homogene de degré 1. Pour cela
considérons deux entiers naturels ¢ et 7, éventuellement nuls, et considérons I'application :

(D)m ® (D)nz ? (D)n1+n2+1
0,1 .
Ftl,’r : s GD71,D2,t,7— sit < fD1 (0) et 7 < fD2(0)7
0 sinon,

avec

GG b, 1) =74 (80,(€(D1))) Unh, (65 (€(D2))) U {{0, 11 + 1}}.
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Exemple. Considérons Dy = @3 et Dy = 5 et posonst=1et7=1.

On obtient alors :

Remarques. Soient Dy et Do deux diagrammes de dissection de degrés respectifs ny et na
non nuls ainsi que des entiers A, Ao € {0,1}, t € [0, fp,(0)] et 7 € [0, fp,(0)].

1. Par calcul direct on a :
I},(D1® D2) =T7,(D2 @ D1) et Ty (D1 @ D) =T7,(Dy @ D).
2. Les cas (A1 =0, 2 =0) et (A\; = 1, A2 = 1) sont inutiles. En effet, posons,

$0.(€(D1)) — {{u,v},0<u<v<ni+ng+1}
:Y%Lt: {u,v} - {u+ny+1,v+ny+1} siv<ny,
{O)u+n2+1} siv=mn1+1,

¢(1J,t(cg(D1)) — {{ua U}: O0<u<v<ni+ny+ 1}

SR () o {fu—1,v—1} siu>1,
4 U, v
{v—1,n1+1} siu=0,

0,0 1,1 . . . ,
et GDl’Dz’t,T et GDLDQ’t’T les diagrammes de dissection de degré ny + no + 1 tels que

GG pyir) = 4(@3,(€ (D)) U, (83 (€(D2))) U {{0,n2 + 1}},
C(GH b, 1n) = Thya(@6,(€(D1)) Uh, +(6h - (€(D2))) U{{0,m1 + 1}}.

. A0,0 A10 1,1 401
On a alors : GD11D2¢7T - GD17D2¢,T et GDLDN,T - GDl,Dz,t,T'

3. La somme des applications du type Fi"T sera appelée opération 4.
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Détermination de L(D1D3) ou (Dy,D3) € (D)n, X (D), €t ny,ng > 1.

Proposition 138. Soient Dy et Do deux diagrammes de dissection de degrés non nuls res-
pectifs ny et ng, i un entier de l'intervalle [1,n1], o0 un entier de lintervalle [0, fp,(i)], p un
entier de l'intervalle [0, fp,(0)], j, j1 et j2 des entiers de l'intervalle [1,ns], T, respectivement
T1, respectivement To un entier de l'intervalle [0, fp,(j)], respectivement [0, fp,(j1)], respecti-
vement [0, fp,(j2)], w, w1 et wa des entiers de l'intervalle [0, fp,(0)], t, t1 et ta des entiers de
Uintervalle [0, fp,(0)]) et X, A1, Ao des éléments de {0, 1}.

Supposons que Dy et Do soient distincts. On a alors les assertions suivantes :

(F%l 1, Tl(‘Dl ® D), {j1,j1 +n1+1}) = (I'} t o, (D1 ® D2),{j2, jo +n1+1}) est équivalent
a (j1 = jo, t1 =12 et 71 = 7o),
2. (TN, (D1@ Da), {0, My + (1= A )ng +1}) = (T72,,, (D1 @ Dy), {0, Agny + (1= Aa)ng + 1})

est équivalent @ (t; = to, w1 = wa et \1 = Aa),
3. (T} (D1 ® Da),{j,j +n1+1}) # (T4, ., (D1 ® D2),{0,Aan1 + (1 — Ag)ng + 1}),

t1,J1,71
4. (T} +(D1® Do), {j,§ +n1+1}) # (T} ; (D2 @ D), {i,i 4+ ng +1}).

Supposons que D1 et Dy soient égauz. Posons donc D = Dy = Ds. On a alors les assertions
susvantes :

5. (I‘}1 i, n(D ® D), {j1,j1 +n1 +1}) = (T} ta.j2, (D ® D), {j2,j2 +n1 + 1}) est équivalent d

(1 =172, i =tz et 1 = 12),
6. (T?,(D® D),{0,n1 +1}) = (T, N(D ® D), {0,n1 +1}),
7 (T} n (D ® D), (o + 1 + 1)) # (T 0y (D @ D), {0,m1 +1}).
Démonstration. Soient D1 et Do deux diagrammes de dissection de degrés non nuls respectifs
n1 et ng, i un entier de l'intervalle [1,71], ¢ un entier de l'intervalle [0, fp, (¢)], p un entier de
I'intervalle [0, fp,(0)], j, j1 et jo des entiers de l'intervalle [1,n2], 7, respectivement 71, res-
pectivement 7o des entiers de l'intervalle [0, fp,(j)], respectivement [0, fp,(j1)], respectivement
[0, fp,(j2)], w, w1 et wa des entiers de I'intervalle [0, fp,(0)], ¢, t1 et t2 des entiers de 'intervalle
[0, fp,(0)]) et A, A1, A2 des éléments de {0, 1}.

Supposons que D; et Do soient distincts.

1. Pour montrer ce point, il suffit de prouver I'implication :

Fl

t1,5,m1

(Dy ® Do) = rt127].772(131 ®@ Do) = (t; =ty et 71 = 7).

Supposons donc que K = Ftl i (D1®D3) et Ko = th i (D1 ® D3) soient égaux. Notons
p1(j) (respectivement pa(7)) le sommet j du diagramme K (respectivement du diagramme
K5) et intéressons-nous a sa fertilité fi(j) (respectivement f5(j)). On a alors :

f1(G) = fp,(0) —ti + 71+ 1= fp,(0) —ta + 712+ 1 = foj).

Considérons maintenant I’ensemble de cordes Ak, ; (respectivement Ay, ;) ainsi que la
corde a = {j,7 + n1 + 1}. On sait que : a = ajKl’ﬁH = aJKQ,mH' On obtient donc que
tl =t2 et que 71 = 72.

2. Supposons que les diagrammes de dissection I'p! B (D1 ® D2) et Fi‘;m (D1 ® D3) soient
égaux et que les cordes {0, \1n1 + (1 — A\)ng + 1} et {0, A2n1 + (1 — A2)ng + 1} soient
égales. Supposons par ’absurde que A1 et A9 sont différents. On obtient alors que n1 = no.

Sans perte de généralité, on peux poser Ay = 0 et Ay = 1. Notons K; = M (D1 ® Do) et

t1,w1
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Ky = th w, (D1 ® D2). Considérons le sous-graphe de K (respectivement K») formé par
les sommets appartenant a l’ensemble {1,...,n; + 1} et contractons la corde {0,n; + 1}.
Comme K et Ky sont égaux, les diagrammes obtenus doivent étre égaux. Or, dans le cas
de K (respectivement K3) le diagramme obtenu est Dy (respectivement D;). On obtient
alors D1 = Do, ce qui est exclu. Les entiers Ay et Ay sont donc égaux. Sans perte de
généralité, on peux supposer que A\; = Ay = 0. Posons p; (respectivement ps) la racine de
K, (respectivement K3) et intéressons-nous a leur fertilité f; (respectivement f2). On a
alors :

f1:fDQ(O)—wl-i-tl—l-l:fD2(O)—w2+t2+1=f2.

Considérons maintenant les ensembles de cordes Ak, o (respectivement Ay, o) ainsi que la
corde a = {0,n2 + 1}. On sait que : a = a1 = a%, ;, ;- On obtient donc que t1 = 2
et que w1 = ws.

3. Ce point est immédiat puisque j est non nul.

4. Raisonnons par I’absurde et supposons alors qu’il existe des entiers j € [1,n3] (respecti-
vement i € [1,n1]), t € [0, fp,(0)] et 7 € [0, fp,(5)] (respectivement p € [0, fp,(0)] et
0 € [0, fp, (2)]) tels que

(T4 +(D1 ® Do), {j,j +n1+1}) = (T, (Do @ Dy), {i i +na + 1}).

Alors i = j et ny = ns. Notons K1 = Ft]T(Dl ® Dg) et Ko = F}M Q(Dg ® D1). Considérons

le sous-graphe de K (respectivement K») formé par les sommets appartenant a ’ensemble
{1,...,j}U{j+n1+1,...,5+2n; + 1} et contractons la corde {j,j + n1 + 1}. Comme
K7 et Ky sont égaux, les diagrammes obtenus doivent étre égaux. Or, dans le cas de K;
(respectivement K3) le diagramme obtenu est Dy (respectivement Dj). On obtient alors
D1 = D, ce qui est exclu.

Supposons maintenant que D; et Dy soient égaux et posons D = Dy = Do.
5. 11 suffit de considérer la preuve du point [I]

6. Ceci est vrai par construction.

7. Ceci est immédiat car j est non nul.

O]

Corollaire 139. Soient D1 et Do des diagrammes de dissection de degrés non nuls respectifs
ny et ny. Définissons op le nombre de couples distincts (G,a), ou G est un diagramme de
dissection de degré ny + na + 1 et a est une corde de la forme a = {u,v} avec 0 < u < v <
n1 +ng + 1, obtenus a partir des opérations 3 et 4 appliquées a D1 et Dy. On a alors :

(fD,(0) +1) 2 (fp, (1) + 1) + (D, (0) + )E(ng(')+1) st D1 # Da,
(Fp,(0) +1) 2 (f, (1) + 1) si D1 = Dy,

_ {(ng(O) +1)(3n1 +1) + (fp,(0) +1)(3n2 +1)  si Dy # D,
(fp,(0) +1)(3n; + 1) si D1 = Ds.

Démonstration. Calcul direct. ]

>
O'(Dl,DQ) = g:
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Proposition 140. Soient D1 et Do des diagrammes de dissection de degrés non nuls res-
pectifs ny et ny. On a alors :
L(DADy) = s Tl D100)
t€[0,fp, (0)]

je Hlvnﬂ]
7€[0,fp, (4]

3 M) G PEPRL (D, g Dy 4 ST (D@ Dy)

F%]T(D1®D2)

7€[0,fp, (0)] Ae{0,1}
ie[1,n1] t€[0,fp, (0)]
t€[0,fp, ()] T€[0,p, (0)]

avec
Ajny = {4,j+n1+1} et ajpn, = {i,i +n2 + 1}

Ceci peut se réécrire de la maniére suivante :

L(D1Dy) =Y T}, (D1 ®Dy) +x Y T}, (D1 ®Dy)

teﬂonyl (O)H te[[o»fDl (O)H
J€[1,n2] j€[Ln2]
T€[0,l2(5)—1] T€[l2(4),fpy ()]
+Y T1(Da@D1) +2) T (D@ Dy) + Y Ty (D1 @ Dy)
7€]0,fp, (0)] 7€[0,fp, (0)] A€{0,1}
i€[1,m1] i€[1,n1] t€[0,fp, (0)]
€0, (3)—1] te[l1(i),fpy (1)] 7€[0,fp, (0)]

ou, pour tout couple d’entiers (i,j) € [1,n1] x [1,n2], (l(d),12(j)) est l'unique couple d’entiers
de [0, fp, ()] x [0, fp,(4)] tel que la corde afy (i) de Dy soit numérotée par i et la corde aD 15()
de Dy soit numérotée par j.

Démonstration. On rappelle que Id désigne lidentité et que [ est la projection sur DT. Par
définition, on sait que :

L(D1Ds) = g
GeD
G diagramme

G diagramme

GeD
G diagramme

GeD ( Dlo(DQO ) (Dlng)O

GeD
G diagramme

(ZDl®ZD2®Z©)0(A®Id)o(l®ld)oA)(G)G
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G diagramme

G%) (ZDlDQ ® Z@) (A(G))G si Dy # Do,

G diagramme

2 GZE;D (ZD1D2 ® Z®> (A(G))G sinon.

Par construction, les diagrammes obtenus a partir des opérations 3 et 4 interviennent dans
L(D1Dy).
Soit maintenant (G, a) € (D)n,4ny+1 X € (G) un couple diagramme-corde tel que gq)(G) =
D1 Ds. Ecrivons a sous la forme a = {i,j} avec 0 <i < j < mnj 4+ na + 1. Il existe v € [1, f(i)]
tel que a’, = {i,j}. qu(G) = D1 Dy donc j =i +n+ 1 avec n € {n1,na2}.
Cas 1 : 14 # 0. Considérons le sous-graphe S de G contenant les sommets

{0,...,i}U{j,...,n1+n2+1}.
On obtient donc

(G,a) =

{(F%”(D1®D2) At i+n1+1}) avec t = fp,(0) — fa(i) +vet T =v—1 siq(S) = Da,
(TL., (D2® Dy),{i,i+nag+1})avect =v —1et 7 = fp,(0) — fa(i) +v si q(ay(S) = D1.

Cas 2 : 4 =0. Considérons le sous-graphe S de G contenant les sommets {0,...,j}. On
obtient donc

(G7 a) =

(F%,T(D1®,D2), {0,n2 +1}) avec t = fp,(0) — fa(0) +vet 7 =v —1 siqqy(S) = D,
(ngT(Dl ® D2),{0,n1 +1}) avec t =v — 1 et 7 = fp,(0) — fc(0) + v si qq(S) = D1.

O

Corollaire 141. On suppose que x € N. Soient Dy et Dy des diagrammes de dissection de
degrés mon nuls respectifs ny et na. Notons or(p, p,) le nombre de termes dans L(D1Ds) comptés
avec leurs multiplicités. On a alors :

oL(D1Ds) =(fD,(0) + )[ B+ +(1-= le + (1 —2)(fp,(0) +1)

H(F,0)+1) |2(n2+1) + (1= 2) 3 () + (L= )(F5,(0) + 1)

ot, pour tout couple d’entiers (i,7) € [1,m] x [1,n2], (l1(¢),12(j)) est l'unique couple d’entiers
de [0, fp, ()] x [0, fp,(4)] tel que la corde afy | (i) de Dy soit numérotée par i et la corde aD 150)
de Dy soit numérotée par j.

Proposition 142. Soit x un élément de K. Soient D, D1, Dy, G1 et Go cing diagrammes
de dissection non vides. On a alors :

1. L(D) # L(G1Ga),
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2. L(Dng) = L(Gng) <~ ((Dl,Dz) = (Gl,Gg) ou (Dl,Dg) = (GQ,Gl)).

Démonstration. Soit x un élément de K. Soient D, Dy, Dy, Gy et G5 cinq diagrammes de dissec-
tion. Considérons la fertilité de leur racine. De la méme maniere que dans la démonstration de

la proposition [135] si fp(0) # fa, (0) + fa,(0) et si fp, (0)+ fp,(0) # fc, (0)+ fa,(0) on obtient
automatiquement que L(D) # L(Gy Gg) et que L(Dng) # L(Gy Gg) Considérons donc mainte—

nant D, D1, Do, G1 et G5 tels que fD fG1 +fG2 et fDl +fD2 fG1 +fG2

Ecrivons-les sous la forme D = ‘ ‘ ©
@ @
@ Q @
@ ‘
On rappelle

que pour tout entier naturel n, on note X, la corolle de degré n.

1. Introduisons les deux diagrammes J; = m et Jp = ‘ Supposons

par Pabsurde que L(D) et L(G1G2) soient égaux. On a donc fp(0) > 2. Deux cas se
présentent alors :

N
[
@/9
©

(a) Considérons d’abord le cas ou fi, (0) et fi,(0) sont tous les deux différents de 1. On
obtient alors qu’il existe un entier i € {1,2} tel que J; = K;. Ceci est impossible.

(b) Considérons le cas ot il existe au moins un entier i € {1,2} tel que fg,(0) = 1. Sans
perte de généralité, on peut supposer que ¢ = 1. Le diagramme ~y; est donc vide.
Utilisons maintenant 1’égalité entre les ensembles {T7,T>} et {P1, Pa}. On a alors
deux possibilités.

i. Supposons que les couples (T3, T5) et (P;, P2) soient égaux. On obtient alors que
les diagrammes «y et 81 sont vides, que G1 = X1, A = as et que B = 5. On a
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ii.

en plus la chalne d’égalités

=D

.

On obtient donc que les diagrammes A et B sont vides ainsi que ’égalité

0O

Il existe donc un entier naturel n tel que y9 = X,,. Ainsi D = X102, G1 = X7 et
Xn+1. Ceci est impossible car dans ce cas L(D) # L(G1G2).

Supposons que les couples (77, T5) et (P, P;) soient égaux. On obtient alors que
les diagrammes a9 et 8o sont vides, que A = a1 et que B = 1. On a en plus les

égalités
et @ ) @

On obtient donc la chaine d’égalités

Si o est vide alors A et B sont également vides. On obtient ainsi D = Xs et
G1 = G2 = X1, ce qui est absurde. Le diagramme 72 est donc non vide. Comme,
pour tous les entiers ¢ et j de {1,2}, les diagrammes J; et K sont distincts, on
obtient qu’il existe des diagrammes de dissection W7 et Wa, tous les deux non

' | ® @ | @ o
vides, tels que J; = et Jo = . Ainsi les diagrammes

A et B sont vides et on obtient que D, Gy et Gy sont des corolles. Il y a donc
une contradiction.

Ainsi, L(D) et L(G1G2) sont distincts.

2. Supposons que L(D1D3) et L(G1G2) soient égaux. Trois cas sont a considérer.

(a) Supposons d’abord que fp, (0), fp,(0), f,(0) et f,(0) soient tous égaux a 1. L’éga-
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lité entre les ensembles {51, So} et {P;, P»} donne immédiatement le résultat.

Supposons que fp,(0), fp,(0), fa,(0) et fg,(0) soient des entiers naturels non nuls
tous différents de 1. L’égalité entre les ensembles {Hy, Ho} et {Kj, K2} donne le
résultat.

Supposons fp,(0) = 1 et que fp,(0) # 1. Les ensembles {51, 52} et {P;, P} sont
égaux. On peut supposer, sans perte de généralité, que S1 = P; et So = P». Pour
tout i € {1,2}, on a alors 4; = «; et B; = f3;.

Montrons maintenant qu’il existe un unique entier i € {1,2} tel que fg,(0) = 1. 1
suffit de prouver l'existence, I'unicité sera automatique. Pour cela, raisonnons par
Pabsurde et supposons fg, (0) et fg,(0) différents de 1. Intéressons-nous a €2 (res-
pectivement €29) 'ensemble des diagrammes de dissection de fertilité fp, (0) + fp,(0)
en la racine construits afin d’établir L(D;D3) (respectivement L(G1G2)). En écri-

vant o sous la forme g = avec 775 de fertilité 1 en la racine, on

N

obtient alors que le diagramme €27 = est égal au diagramme

On obtient

donc que By = 3 est vide et que As(= «ag) et Dy sont de méme degré. Considérons
alors les diagrammes K et Ks. S'il existe i € {1,2} tel que K1 = H; ou Ky = H;
alors au moins 1'un des couples (G1,G2) et (G2, G1) est égal au couple (D;, D_;3).
Il y a donc contradiction. Il existe donc un diagramme de dissection W non vide tel

%

que K; = . On a alors deg(D7) > deg(B;) = deg(G2) > deg(ag) +1 >

O

deg(D;) et donc contradiction.

Ainsi, il existe un unique ¢ € {1, 2} tel que fg, (0) = 1. Sii = 1, il est immédiat que les
couples (G1,G2) et (D1, D) sont égaux. Si i = 2, on obtient alors que le diagramme
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N

M = est égal au diagramme €2y =

)

DN

diagramme {23 9 = . De plus, on a f,,(0) = fc,(0). Les diagrammes

@

1 et Cy sont donc égaux. Si €211 = {dy2, on obtient alors A; = Ay = a1 = ag et
Bl = BQ = 51 = 62. Ainsi (Dl,Dg) = (GQ,Gl). Si 9171 75 9272 alors Q171 = 9271 et

. Ceci est impossible.

On a ainsi montré ’assertion
L(DIDQ) = L(Gng) < ((Dl,Dg) = (Gl,Gg) ou (Dl,DQ) = (GQ,Gl)) .

O]

Remarque. Supposons que le parametre x soit égal a 1. Considérons un arbre enraciné
sous-binaire ¢ de degré n € N* et un entier ¢ de I'intervalle [1,n]. Il est possible de calculer le
nombre s;; de diagrammes de dissection, comptés avec multiplicité, de degré n et de fertilité ¢
en la racine apparaissant dans ¢(t). En effet, si ¢ est de degré au moins 2 alors, il existe soit un
arbre sous-binaire ¢’ soit une forét sous-binaire t1to de degré n — 1 tel que soit t = 1Y = B(t')
soit t ="V " = B(tyts).

Supposons d’abord que ¢ soit de la forme B(t') et que I'on connaisse sy ; pour tout i de
I'intervalle [1,n — 1]. Alors les entiers s;1,..., St, sont obtenus grace au programme Maxima
suivant :

list_nb_termes_fert_greffe(L):=block([res,nbpf,m,j,k],
nbpf :append (L, [0]),
m:length (nbpf),
res: [nbpf [1]*(3*m-2)+2xsum (nbpf [k] ,k,2,m)],
res:append (res,create_list (nbpf[jI*(3*m-1-j)
+2* (sum (nbpf [k] ,k, j+1,m)
+nbpf[j-11),j,2,m)),
return (res)

)

Supposons maintenant que ¢ soit de la forme B(tit2) et que I'on connaisse sy, ; et sy, j pour
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tout couple d’entiers (i,7) du pavé [1,n1] x [1,n2] ot ny (respectivement ns) est le degré de
t1 (respectivement t2). Alors les entiers st 1,.. ., St sont obtenus grace au programme Maxima
suivant :

list_nb_termes_fert_greffe2(L1,L2):=block([ml,m2,nbpfl,
nbpf2,m,res,i,j,k],
ml:length(L1),
m2:length (L2),
nbpfl:append(Ll,create_list(0,j,1,m2+1)),
nbpf2:append (L2, create_list(0,j,1,m1+1)),
m:ml+m2+1,
res: [(3*m2-1)*nbpf2 [1]*sum((k+1)*nbpfl[k],k,1,m)
+(3*ml1-1)*nbpfl [1]1*sum ((k+1)*nbpf2[k],k,1,m)
+2*sum (sum (nbpf1 [jl*nbpf2[k],k,1,m),j,1,m)],
res:append(res,
[(3*m2-2)*nbpf2 [2] *sum ((k+1)*nbpfl[k],k,1,m)
+(3*ml1-2) *nbpfl [2]*sum ((k+1)*nbpf2[k],k,1,m)
+4*xsum (sum (nbpf1l [jl*nbpf2[k],k,1,m),j,1,m)]),
res:append(res,
create_list ((3*m2-j)*nbpf2[jl*sum((k+1)*nbpfl[k],k,1,m)
+(3*ml1-j)*nbpfl[jl*sum((k+1)*nbpf2[k],k,1,m)
+2* (sum (sum (sum (nbpfl [i]*nbpf2[k] ,k,j-1-a,m),i,a,m),a,1l,j-2)
+sum (sum (nbpfl [i]*nbpf2[k] . ,k,j-1,m),i,1,m)
+sum (sum (nbpf1 [i]l*nbpf2[k],k,1,m),i,j-1,m)),j,3,m)),
return (res)

)

Ainsi, de fagon récursive on peut, pour tout arbre enraciné ¢t de degré n non nul et tout
entier naturel non nul au plus égal a n, connaitre les entiers s; ;. Pour cela, on appelle L la liste
donnant la décomposition de ¢ grace a U'opérateur de greffe et on utilise le programme Maxima
suivant :

list_nb_termes(L):=block([m,res],
m:length (L),
if m>2 then

res: [0],
if equal(L,[1]) then
res:[1],

if equal(m,2) and equal(L,[[1],[1]]) then
res:[10,4,2],

if equal(m,1) and notequal (L,[1]) then
res:list_nb_termes_greffe(list_nb_termes(L[1])),

if equal(m,2) and notequal(L,[[1],[1]1]) then
res:list_nb_termes_greffe2(list_nb_termes(L[1]),

list_nb_termes (L[2])),
return(res)

)

Donnons en exemple les résultats obtenus pour les arbres enracinés sous-binaires de degré
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inférieur ou égal a 5.

A L R A A S

s 14 10 32 80 112 368 1160 1632 5 448
2

5.2 4 20 40 60 252 120 368 504 680 1000 3920
5¢.3 2 4 16 24 72 68 120 208 264 392 1312
St.4 4 4 8§ 16 48 56 72 88 224
5t.5 4 8 8 8 8 16

TABLEAU 3.4 — Valeur de s;; pour tout arbre enraciné sous-binaire ¢t de degré n < 5 et tout
entier ¢ compris entre 1 et n.

Pour tout arbre enraciné ¢, posons s; le nombre total de diagrammes de dissection, comp-

tés avec multiplicité, apparaissant dans ¢(t). Pour les arbres enracinés sous-binaires de degré
inférieur ou égal a 5 on obtient :

A L T 2 A VR G

s, 1 6 16 56 140 200 700 480 1176 1680 2184 3120 10920

TABLEAU 3.5 — Valeur de s; pour tout arbre enraciné sous-binaire ¢ de degré n < 5.

Proposition 143. Soit un entier naturel non nul n. Il existe une base By des foréts sous-
binaires et une base By de l'algébre des diagrammes de dissection telles que la matrice dans ces
bases du morphisme @ restreint auzr éléments homogénes de degré n soit triangulaire par blocs.

Démonstration. Soit m un entier naturel non nul et ¢ un arbre sous binaire de degré n. On
note m(t) le nombre de sommets de ¢ ayant deux descendants. Pour toute union disjointe de
diagrammes U = D; ... Dy, 'entier k est appelé longueur de U et est noté u(U). Soit D un dia-
gramme de dissection de degré n. On pose m(D) = max{u(qc(D)), C € €(D)}. Par définition
de lapplication L, si m(D) < m(t) alors Zp(p(t)) = 0. O

Corollaire 144. Soit un entier naturel n non nul. On rappelle que e, désigne ’arbre échelle
de degré n, Y, désigne le diagramme échelle de degré n et X, désigne la corolle de degré n. Soit
n! sit=e,,

et Zx, (p(t)) # 0. Plus précisément,

t un arbre sous-binaire. On a Zy, (o(t)) = { i
0 sinon

Zx, (p(t)) = 2 o4 int(t) est le nombre de sommets internes, i.e. le nombre de sommets
ayant au moins un descendant.

Démonstration. 1l ne reste que la derniere égalité a prouver. Elle se démontre par récurrence sur
le degré. O

3.3 Morphismes de Hp dans QSym

Dans cette section, I'objectif est de construire des morphismes d’algebres de Hopf entre
Hp et Palgebre de Hopf des fonctions quasi-symétriques QSym, selon un procédé décrit par
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Aguiar, Bergeron et Sottile et rappelé dans la section du chapitre [I} On construira trois
morphismes a partir de trois caracteres. Le premier ne différencie pas les diagrammes. On décrit
le morphisme obtenu lorsque le parametre x vaut 1. Le deuxiéme caractére annule tous les
diagrammes de dissection de degré supérieur ou égal a deux. Le dernier caractere annule tous les
diagrammes sauf éventuellement certaines échelles. On donnera 'image de familles particulieres
de diagrammes de dissection.

Commencons par une remarque sur la non injectivité dans le cas ou H est l'algebre de Hopf
Hp.

Remarque. Si f: Hp — QSym est un morphisme d’algebres de Hopf graduées homo-
gene de degré 0 alors f n’est pas injectif. En effet, considérons un entier naturel n non nul.

On appelle d,, = 2n1+1 (3:) le nombre de diagrammes de dissection de degré n et g, = 2" ! la
dn

dimension de QSym,,. On pose u,, = o On a alors :

Uny1  (Bn+3)n!(2n+1)12"71  3(3n+2)(3n+1) .
un 27(n+ 1120 £3)!3n)  2@2n+3)2n+2)

La suite (upn)n>1 est alors strictement croissante avec u; = 1. Comme d,, est inférieur a la
dimension de Hp,,, on obtient que dim(#p,,) > dim(QSym,,) si n > 2.

3.3.1 Premier choix de (

On considere le caractére suivant

<.HD—>K
L U ~ 1.

On note ¥y le morphisme construit a partir de {; grdce au procédé de Aguiar, Bergeron et
Sottile.

Exemples. Etablissons I'image par ¥; des diagrammes de dissection de degré n < 3.

1 1
(7))ol D(D) e
‘1’1< 1@2 ) =My + (1 + )My 1),
2 2

=
A/
\w_/

Il

=
i/

Il

=
/
i/

|

=
/
\w_/
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=M3) + 3M(2,1) + 3M(12) + 6M(111),

()l Er) (Do)
() %<@ D)

=M@+ (2+2)M@g1) + (2+2) M)+ 3(1 +2)M 1),

3 ) :M(g) + (1 + 23:)M(2’1) + (1 +x+ .’172)M(1’2) + (1 + 2113)(1 + IL’)M(LLl),

5 ) =Mz) + (1 +22) Mgy + (2 +2)Mq o) + 2+ 2) (1 +2) M1,

Remarques.

2 2
1. Les valeurs de \Ifl< 1©3 ) et de \Ill< 1@3 ) impliquent que, pour = # 1, Im(¥;)
n’est pas un sous-espace de Sym.

2. Les résultats en degrés 2 et 3 impliquent que le morphisme d’algebres de Hopf ¥ ne peut
pas étre surjectif dans le cas ou = est un élément de {—1,1}.

Proposition 145. Supposons que x = 1. Alors, Im(¥1) C Sym. De plus, pour tout dia-
gramme de dissection D € D degré n € N*, on a :

n!
a=(an,.ap)n LR

Démonstration. On sait que Vn € N*, VD € (D),, diagramme,

Z qc(D) @ ra(D).

cce(D)

Donc, en utilisant les fonctions de renumérotation définies dans la sous-section on a:

AM(D) = > @1 (D) @710y (e (D) @+~ @7¢ (D)

C1U-UCk 1 =%(D) U Ci C
=2 1=3

ce qui se réécrit :

A® (w) = Z G (D)®rey(gen (D) ®--® TCry1(D)-
a=(aq,...,ax4+1)En U Ci U Ci
C’lumuCkH:%(D) =2 =3

|Cil=a;
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Donc

n—1

Ti(D) =) > M,
k

=0 a=(ai1,....ap41)Fn
ClUUCk+1:(6)(D)
|Cil=a;

n
=2 > M
k=1 a=(ai,...,ar)En
ClumuC’k,H:‘ﬁ(D)
|Ci|=cxi

Corollaire 146. Pour x =1 on a :

Im(¥y) = K[M].

Remarque. Comme les échelles et les corolles forment deux sous-cogebres indépendantes
du parameétre x, pour tout entier naturel n et tout scalaire x € K, on a :

n!

Uy(Yy) = U1(X,) = > (Mo = M)

al!...ak

3.3.2 Deuxiéme choix de (

On consideére une suite B = (b, )nen+ d’éléments de K. On considere le caractere (o p défini
par :
HD — K
b, siD=Y,,

B D diagramme ~— 1 siD=1,

0 sinon.

Intéressons-nous a deux suites particulieres.

Le scalaire b; est non nul et la suite (b,),>2 est nulle

Dans ce cas, I'application (2 p sera simplement notée (25,. Appelons W, le morphisme
d’algebres de Hopf associé a (2 g par le procédé de Aguiar, Bergeron et Sottile.

Lemme 147. Pour connaitre Yoy, , il suffit de connaitre Wy 1. Plus précisément, soit un
entier naturel n et U un élément de Hp de degré n. On a alors : Wop (U) = by Wa ;.

Démonstration. Ceci est vrai par définition de (o, et construction de Wy, . O

Intéressons-nous donc maintenant au morphisme W ;.
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Lemme 148. Soit n un entier naturel non nul et D un diagramme de dissection de degré
n. Pour toute composition o = (ai,...,ax) de n, on sait qu’il existe un polynome Qp.q d
coefficients dans K tel que Wo1(D) s’écrive :

Upi(D)= > QpaM..
a=(aq...,a)En
Soit maintenant o = (a1 ..., o) une composition de n. Supposons que Qp o soit non nul. On a
k—i
alors ap =1 et 1 <oy <14 > ajqs pour tout entier i de lintervalle [1,k — 1]. Le morphisme

s=1
Vo 1 n'est donc pas surjectif.

Démonstration. Ceci provient du fait que, si D est un diagramme de dissection et ’ensemble C
est un singleton, alors go (D) est le produit d’au plus deux diagrammes de dissection. O

L’image de certains diagrammes de dissection par le morphisme W9 ; est facilement détermi-
nable. Introduisons une nouvelle notation. Pour tout entier naturel n non nul on appelle Y, le
diagramme de dissection de degré n tel que pour tout entier de l'intervalle [1,n] la corde i soit
orientée de i vers i — 1.

Proposition 149. Soit n un entier naturel non nul.

1. Soient u et v deux entiers naturels éventuellement nuls tels que n =u+v. On a :

Wa 1 (

2. En posantu=v=n—3, ona:

n| u—1 ]
aH(l‘Hm)M(l,...,l) stu #0,
: ——

)_ k=0 Y
@\/@ n!M(l,...,l) stu=0.
———

n fois

n—3
%,1( ) =(n—=2)!Y (n=2-p)Mq . 121,... 1)+nMq . 1),
p=0 — = —
p fois n—2—p fois n fois
n—3
‘1'2,1< ) =(n=2!Y (n=2-p)My . 121, .. 1)+ M, . 1)
p=0 Hf,_/ HZ,T/ Hf,_/
p Jois n—i—p jois n jois

Démonstration. Ces résultats se montrent par récurrence sur le degré des diagrammes.

1. Siu ou v est nul, le résultat est immédiat. Supposons qu’il existe un entier naturel non nul
n tel que pour tout couple d’entiers non nuls (u,v) vérifiant © + v = n on ait le résultat
énoncé. Soit donc un couple d’entiers non nuls (u,v) tel que u+ v = n, posons A = u + 1,
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1 =wv+1 et considérons les diagrammes D = et Dy = . On
OMD
a alors :
n! "= n! “
k=0 ~— k=0 ~—
n+1 fois n+1 fois
(n+1)! {4
=—= || (1 + kx)M .
(U+1)!kl_[:0 d,...,D
n+1 fois
De la méme facon, on obtient :
(n+1)!%
s 1(Dg) = —a [T +kEx)Mg 1)
k=0 n-+1 fois
2. Pour les diagrammes de la forme ou de la forme la dé-

monstration est identique. Il s’agit toujours d’une récurrence sur le degré. On sait que
2

)

Uy 1( 1 3 ) = M,1) + 6M(1,1,1). On suppose qu’il existe un entier n tel que le

résultat soit vrai en degré n et, en posant y = v + 1 =n — 2, on obtient :

v
%,1( ) =(n—=1)n=2'Y (n=2-p)M71 . 121, .. 1)
p=0 —_—
p fois n—1—p fois
n—2
Hn—DnMg o+ =Y Mo 1.1, 1)
—— p=0 —_— =
n+1 fois p fois n—1—p fois
+n(n =DM 1y +nMaq 1
———
v+4 fois n+1 fois
n—2
=Y (n=1=p)n=1)Mq 151, .. 1)+O+DM7 1
p=0 —_—— ——
p fois n—1—p fois n+1 fois

O

Lemme 150. Soit n un entier naturel non nul et (s,t,u,v) un quadruplet d’entiers naturels
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tels que s+t+u+v=n—1. Onnote g .  1)(D) le coefficient de My 1y dans V3,:1(D)
—— ——

n fois n fois
o
avec D = . On a alors :
@) | ()
n' u—1 t
- ul(t+1)! i~ o
ga,...,H = nl ¢
——— : .
s 14 kx st u=0.
! (t+1)! kl;lo( )

Démonstration. Sin € {1,2,3} le résultat est trivial. Supposons I’énoncé vrai pour un certain
degré n non nul. Soit (u,v, s,t) un quadruplet d’entiers naturels tel que u+ v+ s+t =n et on

considere le diagramme D de degré n + 1 tel que D = . Soit a une corde de D.

M
O

Considérons I'élément gy, (D) de degré n. S'il s’agit d'un diagramme de dissection alors g4 (D)
est de la forme de I'énoncé sinon, g4} (D) est le produit de deux diagrammes de dissection de

la forme ) O

DD

O

Proposition 151. Soit n un entier naturel supérieur ou égal a 3. On a :

n—3 n—3
‘I/2,1< >_Zl(n—2—P)H(1+kx) Ma,. .. 121,....1)
—_— Y=

p=0 k=0
p fois n—2—p fois

n—3
+n(n —1)(1+2) [T +ke)My 1

2
n fois
2
Démonstration. On prouve ce résultat par récurrence sur le degré. Pour 3,00 a:

WUy < 1 3 ) = M9,1)+3(1+x) M 1 1y. Supposons le résultat vrai pour un certain degré
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n. Posons A = n — 2. On obtient :

n—3 n—3
‘1’2,1< \ ) =+ m-22]) |(n=2-p) [[A+ka)| M, . 121,... 1
p=0 k=0 ‘ﬁf/—“ ‘—l\ff—’
p fois n—1—p fois
\.
—1)(1+ n—3
Flt (=20 "D 0 gy,
n+1 fois
n—2n—2 n—2
+Y IO +ke)Ma, 101, 1y +n ][ +ke)Mq 1
p=0 k=0 — = k=0 ~—
p fois n—1—p fois n+1 fois
n—2
+an [T (U +ka)Ma 1
n-+1 fois
n—2 n—2
=Y (n=1=p) [TQ+ka)| My . 1071,.... 1)
p fois n—1—p fois
(n+ Dn(l +z) %=
+ 5 [T +kx)Mq, 1)
k=0 n+1 fois

Proposition 152. Soit n un entier naturel supérieur ou égal a 3. On a :

() C)-

n—2 n—s—2 n—2
Y Pn,z) I] Q+ka)My 191, 1+n][0+ke)Mq
s—1 k=0 T,T/ Hf’_/ k=0 Rf/_/

ot les polynomes Ps € K[n, x] vérifient la relation de récurrence suivante :

P1 (n,x) :1,
s+1

Py(n,z) =(n —2)xPs—1(n — 1,2) + H 14 (n—k)x] pours € [2,n — 2].
k=3

Démonstration. On prouve ce résultat par récurrence sur le degré. Démontrons 1’énoncé pour

les diagrammes de la forme . La preuve est identique pour ceux de la forme
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. On sait que ¥y 1 ( 1 3 > = M3 1y+3(1+x) M1 1,1)- Supposons le résultat

vrai pour un certain degré n > 3. Posons g = v + 1 =n — 2. On obtient :

n—1
‘112,1< )zH(l—l—k‘x)M(l"“ H+ n—lan + kx)M 1,...,1
k=0 \—v—/ \W—/
n+1 fois n+1 fois
n—1 n—1l—s
+Hn—1az) [Ps—l(n,x) [T k)| M, 121,10
§=2 k=0 n—1—s fois s fois
n—2 n—1ln—2
+n [T+ k)M, 1)+ > T1¢ 1+kfﬂM(1 121,...,1)
k=0 H/—/ s=1 k=0 H/—/

n-+1 fois n—1—s fOlh s fois

0

Le programme Maxima suivant détermine le polyndéme P; grace a la relation de récurrence
établie dans la proposition précédente.

calcul _poly_P(s,n):=block([res],
if equal(s,1) then res:1
else (
res:(n-2)*x*calcul_poly_P(s-1,n-1)+prod (1+(n-k)*x,k,3,s+1),
res:rat(res,x)
),
return(res)

)

Donnons les polynémes P, pour s compris entre 1 et 5.

s Pys(n,x)

11

2 (2n—5)z+1

3 (26 —18n+3nH)2?+ Bn -9z +1

4 (—154 + 142n — 42n? + 4n3 )a: - (71 - 42n +6n2)z? + (4n — 14)z + 1

5 (1044 — 1160n + 465n2 — 80n3 + 5n*)z* + (—580 + 465n — 120n2 + 10n3)x3

+(155 — 80n + 10n2)22 + (5n — 20)x + 1

TABLEAU 3.6 — Polynémes P, pour s compris entre 1 et 5.

Remarque. Par définition, pour tout entier naturel non nul s, la constante du polynoéme
s(s+3)

P, est égale a 1. Pour tout entier s > 2, le coefficient en x de P; est égal a sn — 5
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La suite (b,)n,en+ est quelconque

Appelons ¥y g le morphisme d’algebres de Hopf associé a la suite B par le processus de
Aguiar, Bergeron et Sottile.

Remarques.

1. Comme les échelles forment une sous-algebre de Hopf telle que pour tout entier naturel non
nul n et tout ensemble C' € € (Y,,) le contracté gc(Y;,) soit un diagramme de dissection,
on a alors

k
n!
Uy (V) = Y b M.
az(al,...,ak)}:n a1:...0L: =1
Dans le cas ot B est la suite constante égale a 1 on a simplement ¥ p(Y;,) = ¥1(Y3,).

2. Soit n un entier naturel non nul et D un diagramme de dissection de degré n. On écrit
Uy 1(D) et Uy g(D) sous la forme

Uy 1 (D) = Z go(D)M,, Uy 5(D) = Z we (D) M,.
afEn afFEn
Onaalors wiy . 1)(D)=0bgq, .. . 1)(D)
N—— N—_——

n fois n fois

3. Soit n un entier naturel non nul. On a alors ¥ p(X,,) = b1 Wa1(Xy) = Yoy, (Xn).

Proposition 153. Soit n un entier naturel non nul. Pour toute composition (aq, ..., o) de
s 0 sts =0,
n et tout entier s de lintervalle [0, k—2] on pose s = )  ap_sii et ps = { <
[0, Jonp 3 ZZ(:] hosti €0 Ps Z Qk_sii  Sinon.
On a :

k
— - n—1—-ps\ ,
Uy 5(Y,) = > H ( ap_o1 [14 (n—05)x] +5ak_s,1< p )x k) I ba, Mo
1<k<n  s=0 Ak—s =1

a=(at,...ag)En
a1=1

1, siu#wv

ot pour tout couple d’entiers (u,v), on pose 51“, = i
0 sinon.

Démonstration. Ceci provient du fait que, pour tout entier naturel non nul n et tout ensemble

C € €(Y,), on a qo(Y,,) de la forme YV, et ro(Y,,) de la forme avec u ou v

DD

éventuellement nul. O

Proposition 154. Soit n un entier naturel supérieur ou égal a 2. On pose v =n —1. On
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( k+1
i) H ba; Ma =11y 0 =1 (k1))

v IR o

ao!
a=(a1,...,.ax+1)EnTE k)
a1=1

Démonstration. Soit n un entier naturel supérieur ou égal a 2. On pose W,, =

Soit C' un sous-ensemble de € (W,,). On note |C| sont cardinal. Trois cas sont possibles.
Cas C ={{0,1}}. On a alors qc(W,,) = Y1 et r¢(W,) = Y1.
Cas {0,1} ¢ C. On a alors q¢c(W,) = W,,_ ¢ et 7¢(Wy) = Y|
Cas {{0,1}} C C. On a alors qo(Wy) = Y,,_c| et r7¢(Wy) = Wq.
O

Remarque. La compréhension de 'apparition des échelles dans les coproduits itérés d’un
diagramme D donné n’est pas triviale. Considérons par exemple la suite B constante et égale a
1 ainsi que le diagramme de degré 7 suivant :

A chaque itération du coproduit, on ne s’intéresse dans cet exemple qu’aux produits tensoriels
obtenus en ne contractant qu’une seule corde. Suivant le choix de la premiere corde a contracter
dans D, le nombre d’itérations nécessaires pour obtenir un produit tensoriel d’échelles varie.
Prenons pour exemple les cas des cordes n°5 et n°6 du diagramme D.

1. On contracte la corde n°5 de D. On peux alors obtenir un produit tensoriel ne contenant
que des échelles avec une seule itération supplémentaire. On a, par exemple,

Contractlon
de 5.

Contractlon de 2.

@ @@@@
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2. On contracte la corde n°6 de D. Il faut au moins encore deux itérations pour obtenir un
produit tensoriel ne contenant que des échelles. On effectue, par exemple, les contractions

suivantes :
Contraction
6 ———>T1 31 6‘) @
de 6.
o

Contraction de

@ .00

Contract on de 1
(anciennement 3).

OO




Bibliographie

1]

E. Abe, Hopf algebras. T. 74. Cambridge Tracts in Mathematics. Translated from the
Japanese by Hisae Kinoshita and Hiroko Tanaka. Cambridge University Press, Cambridge-
New York, 1980, p. xii4+284. 1SBN : 0-521-22240-0.

M. Aguiar, N. Bergeron et F. Sottile, Combinatorial Hopf algebras and generalized Dehn-
Sommerville relations, Compos. Math. 142.1 (2006), p. 1-30. 1SN : 0010-437X.

M. Aguiar et J.-L. Loday, Quadri-algebras, J. Pure Appl. Algebra 191.3 (2004), p. 205-221.
ISSN : 0022-4049.

M. Aguiar et S. Mahajan, Monoidal functors, species and Hopf algebras. T. 29. CRM
Monograph Series. With forewords by Kenneth Brown and Stephen Chase and André
Joyal. American Mathematical Society, Providence, RI, 2010, p. lii+784. ISBN : 978-0-
8218-4776-3.

M. Aguiar et F. Sottile, Structure of the Loday-Ronco Hopf algebra of trees, J. Algebra
295.2 (2006), p. 473-511. 1ssN : 0021-8693.

N. Andruskiewitsch et W. Ferrer Santos, The beginnings of the theory of Hopf algebras,
Acta Appl. Math. 108.1 (2009), p. 3—17. 1SSN : 0167-8019.

A. Borel, Sur la cohomologie des espaces fibrés principaux et des espaces homogénes de
groupes de Lie compacts, Ann. of Math. (2) 57 (1953), p. 115-207. 1sSN : 0003-486X.

D. J. Broadhurst et D. Kreimer, Towards cohomology of renormalization : bigrading the
combinatorial Hopf algebra of rooted trees, Comm. Math. Phys. 215.1 (2000), p. 217-236.
ISSN : 0010-3616.

E. Burgunder, B. Delcroix-Oger et D. Manchon, An operad is never free as a pre-Lie
algebra, ArXiv e-prints (2017). eprint : 1702.01949.

D. Calaque, K. Ebrahimi-Fard et D. Manchon, Two interacting Hopf algebras of trees : a
Hopf-algebraic approach to composition and substitution of B-series, Adv. in Appl. Math.
47.2 (2011), p. 282-308. 1SSN : 0196-8858.

P. Cartier, A primer of Hopf algebras. Frontiers in number theory, physics, and geometry.
I1, Springer, Berlin, 2007, p. 537-615.

P. Cartier, Hyperalgébres et groupes de Lie formels. Séminaire “Sophus Lie” de la Faculté
des Sciences de Paris,1955-56. Secrétariat mathématique, 11 rue Pierre Curie, Paris, 1957.

F. Chapoton, Free pre-Lie algebras are free as Lie algebras, Canad. Math. Bull. 53.3 (2010),
p. 425-437. 18sN : 0008-4395.

F. Chapoton, On some anticyclic operads, Algebr. Geom. Topol. 5 (2005), p. 53—69. ISSN :
1472-2747.

139


1702.01949

140 Bibliographie
[15] F. Chapoton, Un théoréme de Cartier-Milnor-Moore-Quillen pour les bigébres dendri-
formes et les algébres braces, J. Pure Appl. Algebra 168.1 (2002), p. 1-18. 1SSN : 0022-4049.

[16] F. Chapoton et M. Livernet, Pre-Lie algebras and the rooted trees operad, Internat. Math.
Res. Notices 8 (2001), p. 395-408. 1sSN : 1073-7928.

[17] A. Connes et D. Kreimer, Hopf algebras, renormalization and noncommutative geometry.
Quantum field theory : perspective and prospective (Les Houches, 1998), t. 530. NATO
Sci. Ser. C Math. Phys. Sci. Kluwer Acad. Publ., Dordrecht, 1999, p. 59-108.

[18] A. Connes et D. Kreimer, Renormalization in quantum field theory and the Riemann-
Hilbert problem I : The Hopf algebra structure of graphs and the main theorem, Comm.
Math. Phys. 210.1 (2000), p. 249-273. 1ssN : 0010-3616.

[19] G. H. E. Duchamp, F. Hivert, J.-C. Novelli et J.-Y. Thibon, Noncommutative symmetric
functions VII : Free quasi-symmetric functions revisited, Ann. Comb. 15.4 (2011), p. 655—
673. 1SSN : 0218-0006.

[20] G. Duchamp, F. Hivert et J.-Y. Thibon, Noncommutative symmetric functions VI : Free
quasi-symmetric functions and related algebras, Internat. J. Algebra Comput. 12.5 (2002),
p. 671-717. 1SN : 0218-1967.

[21] G. Duchamp, N. Hoang-Nghia et A. Tanasa, A selection-quotient process for packed word
Hopf algebra. Algebraic informatics, t. 8080. Lecture Notes in Comput. Sci. Springer,
Heidelberg, 2013, p. 223-234.

[22] G. Duchamp, A. Klyachko, D. Krob et J.-Y. Thibon, Noncommutative symmetric functions
III : Deformations of Cauchy and convolution algebras, Discrete Math. Theor. Comput.
Sci. 1.1 (1997). Lie computations (Marseille, 1994), p. 159-216. 1SN : 1365-8050.

[23] C. Dupont, « Périodes des arrangements d’hyperplans et coproduit motivique ». These de
doct. Université Pierre et Marie Curie, 2014.

[24] A. Dir, Mobius functions, incidence algebras and power series representations. T. 1202.
Lecture Notes in Mathematics. Springer-Verlag, Berlin, 1986, p. xii4+134. 1SBN : 3-540-
16771-4.

[25] R. Ehrenborg, On posets and Hopf algebras, Adv. Math. 119.1 (1996), p. 1-25. ISSN :
0001-8708.

[26] L. Foissy, Algébres de Hopf Combinatoires.

[27] L. Foissy, Bidendriform bialgebras, trees and free quasi-symmetric functions, J. Pure Appl.
Algebra 209.2 (2007), p. 439-459. 1SSN : 0022-4049.

[28] L. Foissy, Finite-dimensional comodules over the Hopf algebra of rooted trees, J. Algebra
255.1 (2002), p. 89-120. 1ssN : 0021-8693.

[29] L. Foissy, Free and cofree Hopf algebras, J. Pure Appl. Algebra 216.2 (2012), p. 480-494.
ISSN : 0022-4049.

[30] L. Foissy, Free quadri-algebras and dual quadri-algebras, ArXiv e-prints (avr. 2015).

[31] L. Foissy, Les algébres de Hopf des arbres enracinés décorés. I, Bull. Sci. Math. 126.3
(2002), p. 193-239. 1SN : 0007-4497.

[32] L. Foissy, Les algébres de Hopf des arbres enracinés décorés. II, Bull. Sci. Math. 126.4

(2002), p. 249-288. 1SN : 0007-4497.



Bibliographie 141

33]
[34]

[35]

L. Foissy, The Hopf algebra of Fliess operators and its dual pre-Lie algebra, Comm. Algebra
43.10 (2015), p. 4528-4552. 1SSN : 0092-7872.

L. Foissy, J.-C. Novelli et J.-Y. Thibon, Polynomial realizations of some combinatorial
Hopf algebras, J. Noncommut. Geom. 8.1 (2014), p. 141-162. 1SSN : 1661-6952.

A. Frabetti et D. Manchon, Five interpretations of Faa di Bruno’s formula. Faa di Bruno
Hopf algebras, Dyson-Schwinger equations, and Lie-Butcher series, t. 21. IRMA Lect.
Math. Theor. Phys. Eur. Math. Soc., Ziirich, 2015, p. 91-147.

G. Frei et U. Stammbach, CHAPTER 38 - Heinz Hopf. History of Topology, sous la dir.
d’l. James. Amsterdam : North-Holland, 1999, p. 991-1008. 1SBN : 978-0-444-82375-5.

A. M. Garsia et C. Reutenauer, A decomposition of Solomon’s descent algebra, Adv. Math.
77.2 (1989), p. 189-262. 1SN : 0001-8708.

I. M. Gelfand, D. Krob, A. Lascoux, B. Leclerc, V. S. Retakh et J.-Y. Thibon, Noncom-
mutative symmetric functions, Adv. Math. 112.2 (1995), p. 218-348. 1SN : 0001-8708.

M. Gerstenhaber, The cohomology structure of an associative ring, Ann. of Math. (2) 78
(1963), p. 267-288. 1SSN : 0003-486X.

I. M. Gessel, Multipartite P-partitions and inner products of skew Schur functions. Com-
binatorics and algebra (Boulder, Colo., 1983), t. 34. Contemp. Math. Amer. Math. Soc.,
Providence, RI, 1984, p. 289-317.

R. Grossman et R. G. Larson, Hopf-algebraic structure of combinatorial objects and diffe-
rential operators, Israel J. Math. 72.1-2 (1990). Hopf algebras, p. 109-117. 1SN : 0021-2172.

R. Grossman et R. G. Larson, Hopf-algebraic structure of families of trees, J. Algebra 126.1
(1989), p. 184-210. 1SN : 0021-8693.

R. Grossman et R. G. Larson, Symbolic computation of derivations using labelled trees, J.
Symbolic Comput. 13.5 (1992), p. 511-523. 1SSN : 0747-7171.

F. Hivert, J.-C. Novelli et J.-Y. Thibon, Commutative combinatorial Hopf algebras, J.
Algebraic Combin. 28.1 (2008), p. 65-95. I1SSN : 0925-9899.

M. E. Hoffman, Combinatorics of rooted trees and Hopf algebras, Trans. Amer. Math. Soc.
355.9 (2003), 3795-3811 (electronic). 1SSN : 0002-9947.

R. Holtkamp, Comparison of Hopf algebras on trees, Arch. Math. (Basel) 80.4 (2003),
p- 368—-383. 1SSN : 0003-889X.

H. Hopf, Uber die Topologie der Gruppen-Mannigfaltigkeiten und ihre Verallgemeinerun-
gen, Ann. of Math. (2) 42 (1941), p. 22-52. 1sSN : 0003-486X.

C. Kassel, Quantum groups. T. 155. Graduate Texts in Mathematics. Springer-Verlag, New
York, 1995, p. xii+531. 1SBN : 0-387-94370-6.

B. Kostant, Groups over Z. Algebraic Groups and Discontinuous Subgroups (Proc. Sym-
pos. Pure Math., Boulder, Colo., 1965), Amer. Math. Soc., Providence, R.I., 1966, p. 90—
98.

D. Kreimer, On the Hopf algebra structure of perturbative quantum field theories, Adv.
Theor. Math. Phys. 2.2 (1998), p. 303-334. 1ssN : 1095-0761.

D. Krob, B. Leclerc et J.-Y. Thibon, Noncommutative symmetric functions II : Transfor-
mations of alphabets, Internat. J. Algebra Comput. 7.2 (1997), p. 181-264. 1SSN : 0218-1967.



142 Bibliographie

[52] D. Krob et J.-Y. Thibon, Noncommutative symmetric functions IV : Quantum linear
groups and Hecke algebras at q=0, J. Algebraic Combin. 6.4 (1997), p. 339-376. ISSN :
0925-9899.

[53] D. Krob et J.-Y. Thibon, Noncommutative symmetric functions V : A degenerate version
of Uy(gly), Internat. J. Algebra Comput. 9.3-4 (1999). Dedicated to the memory of Marcel-
Paul Schiitzenberger, p. 405-430. 1SSN : 0218-1967.

[54] M. Livernet, A rigidity theorem for pre-Lie algebras, J. Pure Appl. Algebra 207.1 (2006),
p. 1-18. 18sN : 0022-4049.

[55] M. Livernet, Rational homotopy of Leibniz algebras, manuscripta mathematica 96.3 (1998),
p. 295-315. 1SSN : 1432-1785.

[56] J.-L. Loday, Cup-product for Leibniz cohomology and dual Leibniz algebras, Math. Scand.
77.2 (1995), p. 189-196. 1SSN : 0025-5521.

[57] J.-L. Loday, Dialgebras. Dialgebras and related operads, t. 1763. Lecture Notes in Math.
Springer, Berlin, 2001, p. 7-66.

[58] J.-L. Loday et M. Ronco, Combinatorial Hopf algebras. Quanta of maths, t. 11. Clay Math.
Proc. Amer. Math. Soc., Providence, RI, 2010, p. 347-383.

[59] J.-L. Loday et M. Ronco, Hopf algebra of the planar binary trees, Adv. Math. 139.2 (1998),
p. 293-309. 18sN : 0001-8708.

[60] C. Malvenuto, « Produits et coproduits des fonctions quasi-symétriques et de ’algébre des
descentes ». These de doct. Université du Québec a Montréal, Laboratoire de Combinatoire
et d’Informatique Mathématique, 1994.

[61] C. Malvenuto et C. Reutenauer, Duality between quasi-symmetric functions and the Solo-
mon descent algebra, J. Algebra 177.3 (1995), p. 967-982. 1sSN : 0021-8693.

[62] C. Mammez, A propos de l’algébre de Hopf des mots tassés WMat, (2017). Soumis.

[63] C. Mammez, A survey on the Hopf algebra of dissection diagrams. En cours d’écriture.

[64] D. Manchon, On bialgebras and Hopf algebras or oriented graphs, Confluentes Math. 4.1
(2012), p. 1240003, 10. ISSN : 1793-7442.

[65] D.Manchon et A. Saidi, Lois pré-Lie en interaction, Comm. Algebra 39.10 (2011), p. 3662
3680. 1SN : 0092-7872.

[66] A. Mansuy, Preordered forests, packed words and contraction algebras, J. Algebra 411
(2014), p. 259-311. 1SN : 0021-8693.

[67] F. Markopoulou, Coarse graining in spin foam models, Classical Quantum Gravity 20.5
(2003), p. 777-799. 1SSN : 0264-9381.

[68] J. W. Milnor et J. C. Moore, On the structure of Hopf algebras, Ann. of Math. (2) 81
(1965), p. 211-264. 1sSN : 0003-486X.

[69] 1. Moerdijk, On the Connes-Kreimer construction of Hopf algebras. Homotopy methods
in algebraic topology (Boulder, CO, 1999), t. 271. Contemp. Math. Amer. Math. Soc.,
Providence, RI, 2001, p. 311-321.

[70] R. K. Molnar, Semi-direct products of Hopf algebras, J. Algebra 47.1 (1977), p. 29-51.

ISSN : 0021-8693.



Bibliographie 143

[71]

[79]

[80]

[31]

S. Montgomery, Hopf algebras and their actions on rings. T. 82. CBMS Regional Confe-
rence Series in Mathematics. Published for the Conference Board of the Mathematical
Sciences, Washington, DC; by the American Mathematical Society, Providence, RI, 1993,
p. xiv+238. 1SBN : 0-8218-0738-2.

J.-C. Novelli et J.-Y. Thibon, Hopf algebras and dendriform structures arising from parking
functions, Fund. Math. 193.3 (2007), p. 189-241. 1SSN : 0016-2736.

J.-C. Novelli et J.-Y. Thibon, Polynomial realizations of some trialgebras. 18th Formal
Power Series and Algebraic Combinatorics (FPSAC’06). 1. (12 pp.) 2006, p. 243-254.

J. O’Connor et E. F. Robertson, MacTutor History of Mathematics archive. URL : http:
//www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/index.html.

J.-M. Oudom et D. Guin, On the Lie envelopping algebra of a pre-Lie algebra, Journal
of K-theory : K-theory and its Applications to Algebra, Geometry, and Topology 2 (aoit
2008), p. 147-167.

F. Panaite, Relating the Connes-Kreimer and Grossman-Larson Hopf algebras built on
rooted trees, Lett. Math. Phys. 51.3 (2000), p. 211-219. 1SSN : 0377-9017.

S. Poirier et C. Reutenauer, Algébres de Hopf de tableauz, Ann. Sci. Math. Québec 19.1
(1995), p. 79-90. 1sSN : 0707-9109.

J.-B. Priez, Lattice of combinatorial Hopf algebras : binary trees with multiplicities. 25th
International Conference on Formal Power Series and Algebraic Combinatorics (FPSAC
2013). Sous la dir. d’A. Goupil et G. Schaeffer. T. AS. DMTCS Proceedings. Paris, France :
Discrete Mathematics and Theoretical Computer Science, 2013, p. 1137-1148.

D. G. Quillen, On the associated graded ring of a group ring, J. Algebra 10 (1968), p. 411—
418. 1SN : 0021-8693.

D. E. Radford, Hopf algebras. T. 49. Series on Knots and Everything. World Scientific
Publishing Co. Pte. Ltd., Hackensack, NJ, 2012, p. xxii4+559. ISBN : 978-981-4335-99-7 ;
981-4335-99-1.

C. Reutenauer, Free Lie algebras. T. 7. London Mathematical Society Monographs. New
Series. Oxford Science Publications. The Clarendon Press, Oxford University Press, New
York, 1993, p. xviii+269. 1SBN : 0-19-853679-8.

M. Ronco, A Milnor-Moore theorem for dendriform Hopf algebras, C. R. Acad. Sci. Paris
Sér. I Math. 332.2 (2001), p. 109-114. 1SN : 0764-4442.

W. R. Schmitt, Incidence Hopf algebras, J. Pure Appl. Algebra 96.3 (1994), p. 299-330.
ISSN : 0022-4049.

N. J. A. Sloane, The On-line Encyclopedia of Integer Sequences. 1964. URL : http://www.
oeis.org.

L. Solomon, A Mackey formula in the group ring of a Cozxeter group, J. Algebra 41.2
(1976), p. 255—264. 1sSN : 0021-8693.

R. P. Stanley, Ordered structures and partitions. Memoirs of the American Mathematical
Society, No. 119. American Mathematical Society, Providence, R.I., 1972, p. iii+104.

M. E. Sweedler, Hopf algebras. Mathematics Lecture Note Series. W. A. Benjamin, Inc.,
New York, 1969, p. vii+336.


http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/index.html
http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/index.html
http://www.oeis.org
http://www.oeis.org

144

Bibliographie

[92]

A. Tanasa et D. Kreimer, Combinatorial Dyson-Schwinger equations in noncommutative
field theory, J. Noncommut. Geom. 7.1 (2013), p. 255-289. 1SSN : 1661-6952.

B. Vallette, Homology of generalized partition posets, J. Pure Appl. Algebra 208.2 (2007),
p. 699-725. 1SN : 0022-4049.

B. Vallette, Manin products, Koszul duality, Loday algebras and Deligne conjecture, J.
Reine Angew. Math. 620 (2008), p. 105-164. 1sSN : 0075-4102.

Y. Vargas, Hopf algebra of permutation pattern functions. 26th International Conference
on Formal Power Series and Algebraic Combinatorics (FPSAC 2014). Sous la dir. de
L. J. Billera et I. Novik. T. AT. DMTCS Proceedings. Chicago, United States : Discrete
Mathematics et Theoretical Computer Science, 2014, p. 839-850.

E. B. Vinberg, The theory of homogeneous convex cones, Trudy Moskov. Mat. Obsc. 12
(1963), p. 303-358. 1SSN : 0134-8663.



Annexe

Compléments sur le chapitre

A.1 Valeur du coproduit de WMat pour les mots tassés de degré
inférieur ou égal a 3

En degré 1.
A(l‘o) =r0R14+1® xQ,
Alr) =21 ®1+1®x;.
En degré 2.
A(zozy) =x00 ® 1 + 220 ® 20 + 1 @ 20X0,
A(:lel) =121 ®14+221 020+ 1® 21271,
A(zory) =x01 @ 1 + 20 @ 21 + 21 @ 1o + 1 @ 20271,
A(z120) =2120 ® 1 + 20 @ 21 + 21 ® 29 + 1 ® 2120,
A(z1x9) =x122 @ 1 + 221 @ 21 + 1 @ 2129,
A(zox1) =221 @ 1 4 221 @ 21 + 1 @ wom7.
En degré 3.

A(zoxoTo) =T0T0To ® 1 4 310 ® Toxo + 3T0T0 ® T + 1 ® TpTOT0,
A(z1r121) =21701201 @ 1 4+ 321 @ o0 + 32121 @ 20 + 1 ® X212,
A( )

( )

A(zox1m0) =T0x120 @ 1 + 20 ® T120 + To @ X1 + T1 @ ToTo

Torox1) =ToxoT1 ® 1 4 220 ® 2021 + T1 @ Toxo + ToTo ® T1 + 22071 @ o + 1 ® ToT0T1,
+2oTo @ T1 + ToT1 Q@ To + T1T0 @ To + 1 @ ToT1 20,
A(z12020) =2120T0 @ 1 4 220 ® T120 + 1 ® ToTo + ToZo @ 1 + 22120 @ o + 1 @ 212020,
A(zorix1) =x07121 @ 1 + 20 @ 2171 + 221 @ ToXO + 22071 @ To + 171 @ o + 1 ® ToT127,
A(z1z071) =212071 @ 1 4+ 29 @ 121 + 221 ® TOX0

+2120 @ To + Tox1 @ To + 2171 @ To + 1 @ T12077,
A(z1z120) =212120 @ 1 + 20 @ 2121 + 221 @ X0 + 22120 @ Tp + 121 @ To + 1 ® 12120,

A(z12122) =212122 ® 1 4 221 ® Zox1 + 21 @ 2121 + 22122 @ T + 2121 @ 21 + 1 @ z171 29,

145
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A(z1rox1) =x17271 @ 1 + 21 @ 170 + 1 @ T121 + 1 @ XX

42122 @z + X221 R To+ 2121 K21 + 1R 2122771,
Azoziz1) =222171 @ 1 4 221 @ T120 + 71 @ T121 + 20271 R T + T121 @ 71 + 1 @ Tam177,
A(zoxox1) =222 ® 1 4 221 ® Tox1 + 21 @ X121 + 20071 @ T + 2121 @ 21 + 1 ® Tow011,
A(zor1x9) =292122 @ 1 + 21 @ 121 + 1 @ 120 + 1 @ X1

+x21 @ To + X172 R xo + 2171 @ 1 + 1 Q w2212,
A(r12970) =21T972 @ 1 + 221 @ 120 + 21 @ T121 + 22172 @ 2o + X121 @ 21 + 1 ® 212229,
A

A T1XoTQ

Torox) =Tox2T1 ® 1 4+ 2o ® Tox1 + 271 @ Tox1 + 22071 ® T1 + X211 @ To + 1 ® X2,

( ) =
A(zox122) =20T122 ® 1 + 29 @ T122 + 221 ®@ Tox1 + 22071 @ T1 + T122 @ T + 1 @ T 172,
( )
( ) 12022 @ 1 + 9 @ T122 + 21 Q TpT1 + T1 ® T1x0

+x170 ® 1 + Tor1 @ T1 + T122 @ To + 1 @ w1202,
A(x2w071) =220021 ® 1 + 20 ® T221 + 1 @ ToT1 + T1 @ T1T0
+x120 @ 1 + 2021 @ T1 + T2 R 20 + 1 Q X270,

A(x12970) =T12200 @ 1 + 2o @ 179 + 221 @ T1x9 + 22120 @ T1 + X122 @ 2o + 1 @ x12220,

( )
A(zox120) =T22120 @ 1 4 20 ® L2771 + 221 ® T1T0 + 22120 ® T1 + T2x1 ® To + 1 @ T2z 120,
A(z1z9x3) =212223 @ 1 + 321 @ 129 + 3122 ® Tp + 1 ® 127273,
A(z12322) =212372 @ 1 + 221 @ 122 + 1 @ T2x1 + 20122 @ o1 + T2z @ 1 + 1 @ T123%9,
A(zoxi23) =222123 ® 1 4 221 ® T122 + 21 ® Tox1 + 20122 @ T1 + Tox1 @ 21 + 1 @ xow173,
A(zoz371) =T2w371 @ 1 4 211 @ 1271 + 1 ® 172 + 2271 @ T1 + T122 ® 11 + 1 @ T2w31T1,
A(zszri129) =232172 ® 1 4 221 ® Tox1 + 71 @ X122 + 20271 @ 1 + T122 @ 21 + 1 ® T332,
A(z3roxi) =x3w201 @ 1 4+ 311 @ o1 + 32021 @ 21 + 1 ® x32277.

A.2 Valeur du morphisme V3 pour les mots tassés de degré in-
férieur ou égal a 4

En degrés 1 et 2.

U3(x1) = My,
W3 (w172) = M) + 2M 1 1y,
W3 (wam1) = 2M(q 1.

En degré 3.
U3(v17223) = Mgy + 3(M2,1) + M 2y) +6M 11y,
U3 (z1w302) = 2(M(21) + M(1,9)) +6M(111) = V3(227123),
U3 (zow371) = (M(2 )+ M(1 2)) + 6M(1 1,1) = V3 (r32122),
V3 (w3mo21) = 6M(1 1 1)

En degré 4.

Us(z1222324) =My + 4(M(3,1) + M(1,3)) +6Mg2) + 12(]\/[(2,1,1) + M)+ M(1,1,2))
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+24M(111,1)5
U3(z120waw3) =2(M(31) + M1 3)) +4M0y + 10(Ma1 1) + M121) + M1,1,2)) +24M 1111
=V3(z1237224) = V3(22217324),
Us(zgz129w3) =(M(31) + M 3)) +4(M2,11) + M(1,21) + M(11,2)) +24M111)
=VU3(roz37471) = V3(T1237422) = V3(21247223)
=V3(23217224) = V3(22237124),
Us(z3za21202) =2M(29) + 4(M(21,1) + Ma21) + M.1,2)) +24Me 11,1y,
W3(zox124w3) =4M2 9y + 8(M21,1) + M12.1) + M(11,2)) +24M1111),
Us(z3z12472) =2M 29y + 6(M21,1) + M1,2,1) + M1,1,9)) +24M1 11,1
=V3(ro247123),
U3(zgz12302) =4(M(211) + M(121) + M(11,2)) + 24M(1 111)
=Us(zoxgxsx1) = Va(xsxoxszrt) = Ya(xaz0m173),
Ws(z1242372) =6(M21,1) + M121) + M(11,2)) +24M1111)
=VU3(x3z0m124),
U3 (wamow3ry) =2(Mo 1) + M1y + M) +24M1110)
=V3(x3247271) = V3(24737122),

Vs (wam3m2my) =24M (11,1 1)

s byt

A.3 Valeur du morphisme ¥, pour quelques mots de degré 5

Wy(zozowor1w1) =2(My1y + M ay) + 6(Mg,3) + M39))

F14(Mz1.1) + M1 31y + M1,1,3)) +24(M221) + M2,1.2) + M(1.2,2))

+54(Ma1,11) + Mg,y + M) + Maag) +120M 110,
y(z121210202) =6M 93y + 6M (1 31y + 12M(1 1 3) + 18(M(2.21) + M(2.1,2) + M(1,2,2))

+36M(21,1,1) +42M1211) +48M121) +54M 1 112) +120M(11,11,1),
Uy (r120230474) =2(M(g1) + M(1,4)) + 6(M32) + M(93))

+24(M221) + M21,2) + M129)) + 14(M311) + M 31) + Ma13)

+54(M211,1) + M1, + Ma21) + Ma2) +120Ma 100,
Vy(razazrz0m3) =2M(1 4y + 6M (91 2y + 12M(1 9.9) + 8M(31,1) + 8M(1 31y + 14 M1 1 3)

+18M21,1,1) +30M(121,1) +42M(112.1) +54M(11,1,2) + 120M(1111,1),
Wy (r303030102) =3M (1 4) + 3M (21 2) + 18M(1 29y + 12M (1 31) + 18 M1 1 3

+6M21,1,1) +36M(121,1) + 54M(1,1,2,1) + 60M(11,1,2) + 120M (1 1,1,11),
Uy (wozomamaz) =AM 4) + 12M(1 2 0) + 16M (1 31y + 20M (1 1 3)

+48M(1,2,1,1) + 60M(11,2,1) + 60M (1 11,2) + 120M(111.1,1)-
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A.4 Programmes

Lors de I’étude de I’algebre de Hopf WMat nous avons programmé avec Maxima les fonctions
suivantes.

A.4.1 Produit de battage de deux mots, de deux sommes de mots et produit
de battage itéré

La fonction suivante permet de calculer le produit de battage de deux mots. Elle prend en
entrées les mots wi et wo et renvoie la liste des mots constituant le produit battage de w; et wo.

prod_shuffle(wl,w2):=block([nl,n2,ul,u2,temp,res,i,j,
via,vib,v2a,v2b,P1,P2],

[Hkmmmm - taille des mots L1 et L2 -------- */
nl:length(wl), n2:length(w2),

[Fk—mmm - utilisation de la commutativite du produit.

Le mot d’une seule lettre sera toujours d gauche -------- */

if n1<=n2 then (ul:wl, u2:w2)
else (ul:w2, u2:wl, temp:nl, nl:n2, n2:temp),

[k—mmm - initialisation du résultat 4 retourner -------- */
res:[],

[F—mmm - appel récursif -------- */

if equal(nl,1) then (

[k —m - Cas limite wl est une lettre -------- */

res:create_list (append(append(create_list(u2[jl,j,1,1i),ul),
create_list(u2[jl,j,i+1,n2)),i,0,n2)

)

else (

[F—mmm = ua (shuffle)vb=(u(shuffle)vb)a+(ua(shuffle)v)d

ou u et v sont des mots et a et b sont des lettres -------- */

via:create_list(ui[il,i,1,n1-1),

vib:[ul[n1]],

v2a:create_list (u2[il],i,1,n2-1),

v2b: [u2[n2]],

Pl:prod_shuffle(via,u2),

Pil:create_list (append(P1[i],v1ib),i,1,length(P1)),
P2:prod_shuffle(ul,v2a),

P2:create_list (append(P2[i],v2b),i,1,length(P2)),
res:append (P1,P2)

),

[ - retour du résultat -------- */

return (res)

)

La fonction prod_shuffle2 permet de calculer le produit de battage de deux sommes de
mots. Elle prend en entrées deux listes, L1 (correspond a la premiére somme de mots) et L2
(correspond a la deuxiéme somme de mots). Elle renvoie le produit de battage de L1 et de L2
sous forme de liste. Elle utilise la fonction prod_shuffle définie précédemment.
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prod_shuffle2(L1,L2):=block([res,i,j,k],
if listp(L1[1]) then
if 1istp(L2[1]) then
[Hk——mmm——— L1 et L2 ne sont pas des mots ———————-- */
res:create_list(prod_shuffle(L1[i],L2[j])[k],i,1,length(Ll),
j,1,length(L2),k,1,length(prod_shuffle(L1[i],L2[j1)))
else
[ F—mmmm = L2 est un mot matis pas L1 -------- */
res:create_list(prod_shuffle(L1[i],L2)[k],i,1,length(Ll),
k,1,length(prod_shuffle(L1[i],L2)))

else
if 1istp(L2[1]) then
[Hk—mmm - L1 est un mot matis pas L2 -------- */

res:create_list (prod_shuffle(L1,L2[j]1)[k],j,1,length(L2),
k,1,length(prod_shuffle(L1,L2[j]1)))

/K —mmmmm = L1 et L2 sont des mots —-------- */
res:prod_shuffle(L1,L2),
[k —mmm - retour du résultat -------- */
return(res)

La fonction prod_shuffle3 permet de calculer la composée de produit de battage. Elle
prend en entrée une liste de listes L (correspond & une liste de mots). Elle renvoie la composée
L[1] (shuffle)L[2]...(shuffle)L[taille de L] sous forme de liste. Elle utilise la fonction
prod_shuffle?2.

prod_shuffle3(L):=block([Ll,n,i,res],

[k mmm - initialisations -------- */

L1:L, n:length(L), res:[],

[k mmm - cas limites : taille(L)=1 et taille(L)=2 -------- */

if equal(n,l) then res:L

else (
if equal(n,2) then res:prod_shuffle2(L[1],L[2])

else (
[ —mm - taille(L) ne waut ni 1 ni 2 -------- */
Li:create_list(L[i],i,1,n-2),
[ k——mmm——— appel récursif -------- */
res:prod_shuffle3 (append (L1, [prod_shuffle2(L[n-1]1,L[n1)1))
)

),

[Hk—mmmm - retour du résultat -------- */

return(res)
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A.4.2 Construction des mots tassés stricts et des mots tassés

La fonction spwords prend en parameétre un entier naturel non nul n (degré des mots tassés)
et renvoie la liste des mots tassés stricts (écrits sous forme de liste) de degré n.

spwords (n) :=block([res,P,s,U,d,i,]j],

[k ——mm———— initialisation -------- */
res:[],
Ve cas limite : le degré waut 1 -------- */
if equal(n,1) then res:[[1]]
else (
[k——mmm = appel récursif -------- */

P:spwords(n-1),

s:length(P),

U:create_list (prod_shuffle ([1lmax(P[i])+j],P[i]),j,0,1,i,1,s),
d:create_list(length(U[i]),i,1,2*s),

res:unique (create_list(U[i][j],i,1,2*s,j,1,d[1i]1))

[kmmmm retour du résultat -------- */
return(res)

)

La fonction mots_tasses prend en parametre un entier naturel non nul n et construit les
mots tassés de degré n. Elle utilise la fonction spwords.

mots_tasses(n) :=block ([P, res],

[k mmm mots tassés stricts de degré m -—-—------ */
P:spwords(n),

[F—mmm - mots tassés de degré n restant -------- */
res:append(P,P-1),

[Fk—mmm - retour du résultat -------- */

return (res)

)

A.4.3 Produit de l’algébre de Hopf WMat®

La fonction battages sert a déterminer tous les (ni,ng)-battages i.e. les applications de
[1,n1 + no] dans [1,n; + ny] strictement croissantes sur [1,n1] et sur [ny,ny + ns]. Elle prend
en entrées deux entiers naturels non nuls et renvoie une liste.

battages (nl,n2) :=block ([L,i,res,j],
[k mm prod_shuffle([1,...,n1],[n1+1,...,n1+n2]) -------- */
L:prod_shuffle(create_list(i,i,1,nl),
create _list(i,i,nl1+1,n1+n2)),

[Hk—mmmmm - inverse des permutations données par L -------- */
res:create_list(create_ list(sublist_indices(L[i],

lambda ([x],x=3j))[1],j,1,n1+n2),i,1,length(L)),
[kmmmmm retour du résultat -------- */
return (res)
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La fonction fonction_battage prend en entrées un battage b un mot w et renvoie le mot
image par b en laissant inchangées les lettres d’indice nul de w.

fonction_battage(b,w):=block([res],
res:create_list (if w[i]l>0 then b[w[i]] else 0,i,1,length(w)),
return(res)

)

La fonction fonction_battage2 permet de calculer I'image par un battage b d’'une somme
de mots L. Elle utilise fonction_battage et renvoie le méme résultat que cette derniere si L est
un mot.

fonction_battage2(b,L) :=block([res,i],
if 1istp(L[1]) then
[Hk—mmm - L n’est pas un mot tassé -------- */
res:create_list(fonction_battage(b,L[i]),i,1,1length(L))
else

Jk—mmm————— cas limite : L est un mot tassé -------- */
res:fonction_battage(b,L),

[k ——mm————— retour du résultat -------- */

return(res)

)

La fonction construction prend en entrées deux mots wl et w2 et renvoie une liste corres-
pondant a tous les mots tassés possibles en remplacant certaines lettres d’indice non nul de w2
par une lettre de wi.

construction(wl,w2):=block([L,n,m,res,i,j,k,t],
L:sublist_indices (w2, lambda ([x],x=0)),
n:length(L),
m:Ilmax (wl)+1,
res:create_list (floor(i/m~(n-1)),i,0,m " n-1),
t:create_list(mod(floor(i/m~(n-2)),m),i,0,m " n-1),
res:create_list (append ([res[i]],[t[i]]),i,1,m"n),
for k:3 thru n do(
t:create_list(mod(floor(i/m~(n-k)),m),i,0,m " n-1),
res:create_list (append(res[i],[t[i]]),i,1,m"n)
),
res:create_list(create_list (if member(j,L) then
res[i] [sublist_indices (L,lambda ([x],x=3)) [1]]
else w2[jl,j,1,length(w2)),i,1,m"n),
return(res)

)

La fonction produit_dual permet de calculer le produit de deux mots dans WMat®. Elle
prend en entrée deux mots représentés par les listes w1l et w2. Elle renvoie une liste correspondant
au produit dans WMat® de ces deux mots. La fonction produit_dual utilise les fonctions
prod_shuffle, prod_shuffle2, battages, fonction_battage et construction.

produit_dual(wl,w2):=block([res,n,w2b,i,B,j,C,c,k],
res:0,
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n:combination(length(wl)+length(w2),length(wl)),
[F—mmm - décalage des lettres de w2 -------- */
w2b:create_list (if w2[i]>0 then w2[i]l+1lmax(wl) else O,
i,1,length(w2)),
Ve calcul du produit -------- */
if is(lmin(w2)>0) then (
if is(lmax(w1)=0) then

[k —mmmm - condition C3 avec w2 sans x0 -------- */
res:prod_shuffle (wl,w2b)
else (
[ F——mmm— = condittion C2 avec w2 sans z0 ou
condition C1 si Ilmin(wi)>0 -------- */

B:battages (lmax(wl),lmax(w2)),
res:create_list (prod_shuffle2(fonction_battage (B[i],wl),
fonction_battage(B[i]l,w2b))[jl,i,1,length(B),j,1,n)

)
)
else (
if is(lmax(w1)=0) then
Ve condition C3 avec
w2 contenant la lettre z0 -------- */
res:prod_shuffle (wl,w2b)
else (
C:construction(wl,w2b),
c:length(C),
if 1lmax(w2)>0 then (
k- condition C2 et w2 contient z0 -------- */
B:battages (lmax(wl),lmax(w2)),
res:create_list (prod_shuffle2(fonction_battage(B[i],wl),
fonction_battage2(B[i],C[j1)) [k],
i,1,length(B),j,1,c,k,1,n)
)
else (
VA condition C4 --—------ */
res:create_list (prod_shuffle2(w1,C[jl)[k],j,1,c,k,1,n)
)
)
),

return (res)

)

La fonction produit_dual?2 permet de calculer le produit de deux éléments de WMat®. Elle
prend en entrées deux listes, L1 (premier élément) et L2 (deuxiéme élément). Elle renvoie une
liste de mots correspondant au produit des deux éléments. Elle utilise la fonction produit_dual.

produit_dual2(L1,L2):=block([res,i,j,k],
if 1istp(L1[1]) then
if listp(L2[1]) then
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[k —mmm - L1 et L2 ne sont pas des mots tassés -------- */
res:create_list (produit_dual (L1[i],L2[j])[k],i,1,length(L1),
j,1,length(L2),k,1,length(produit_dual (L1[i],L2[j]1)))

e L2 est un mot tassé et L1 ne l’est pas -------- */

res:create_list(produit_dual (L1[i],L2)[k],i,1,length(L1l),
k,1,length(produit_dual (L1[i],L2)))

else
if listp(L2[1]) then

[F—mmmm = L1 est un mot tassé et L2 ne l’est pas -—--——-——---- */

res:create_list (produit_dual(L1,L2[j])[k],j,1,length(L2),
k,1,length(produit_dual(L1,L2[j]1)))

[k ———————— L1 et L2 sont des mots tassés -------- */
res:produit_dual (L1,L2),
return(res)

)

La fonction produit_dual3 prend en entrée une liste L d’éléments de WMat®. Elle renvoie
une liste correspondant au produit L[1] (produit_dual2)L[2]...(produit_dual2)L[taille
de L]. Elle utilise la fonction produit_dual2.

produit_dual3 (L) :=block ([Ll,n,res,i],

[k —mmmm - initialisation —-—-—-—-- */
Li:L, n:length(L), res:[],
[F—mm - cas limite : n=1 -------- */
if equal(n,1) then (res:L)
else (
[kmmmm cas limite : n=2 -------- */
if equal(n,2) then (res:produit_dual2(L[1],L[2]))
else (
VA n est différent de 1 et 2 -------- */

Li:create_list(L[i]l,i,1,n-2),
res:append (L1, [produit_dual2(L[n-1],L[n])]),
res:produit_dual3(res)

[kmmmmm retour du résultat -------- */
return (res)

)

La fonction reduction permet d’écrire les résultats en fonction de la base duale des mots
tassés. Elle prend en entrée une liste dont chaque élément est une liste représentant un mot. Elle
retourne une liste res dont chaque élément est une liste de longueur deux (une entrée pour la
multiplicité et une autre pour le mot tassé). Les secondes entrées des éléments de la liste res
sont deux a deux distinctes.

reduction(Ll,s):=block([L,c,i,res],
L:unique (L1),
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c:create_list(length(sublist_indices (L1,

lambda ([x],x=L[i]))),i,1,length (L)),
res:create_list (append ([[(-1)"s*xc[i]]1],[L[i]]),i,1,1length(c)),
return(res)

)

A.4.4 TImage par Vi de M} avec o = (aq,...,ap) En

La fonction phi_etoile prend en parametre un entier naturel non nul n et renvoie I'image
de M (*n) par le morphisme V3.

phi_etoile(n) :=block([res,i,j,k],
res:create_list(prod_shuffle(create_list(0,j,1,1i),
create_list(j,j,1,n-1))[k],i,1,n-1,k,1,combination(n,i)),
res:append (append([create_list(i,i,1,n)],res),

[create_1ist(0,i,1,n)]),
return(res)

)

La fonction phi_etoile2 prend en parametre un n-uplet (avq, ..., a,) d’entiers naturels non
nuls et renvoie 'image de M (*a par le morphisme V.
17---7a’n)

phi_etoile2 (M) :=block([m,res],

m:length(M), res:[],

if equal(m,1) then
res:phi_etoile(M[1])

else(
res:phi_etoile2(create_list(M[i],i,1,m-1)),
res:produit_dual2(res,phi_etoile(M[m]))

),

return (res)

)




Annexe B

Compléments sur le chapitre

B.1 Valeur du coproduit de Hp pour les éléments de degré in-
férieur ou égal a 3
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B.2 Valeur du morphisme ¥, 4 pour les diagrammes de dissec-
tion de degré inférieur ou égal a 3 lorsque A est la suite
constante égale a 1

En degré 2
1 2
\1’2,A< @ ) =Mg) +2M1 ),
1112,,4( 1@2 ) =2M 1),
1 2
‘1’2,A< @ ) =(1+z) M)
En degré 3

5
ES

:M(3) + 3M(271) + SM(LQ) + 6M(171’1)7

[un

3

5
ES

M1y + M)+ 6M 11,

-

3

5
S

=M 9y + 3(1 + )M 11),

[un
w

5
ES

sz(lﬂ) + (T +22)(1 + 2)M11,1),

[un
w

=Ma,1) +6M1,1,),

3

5
ES

cMig 1y + (1 +2)(2+2)Mq 1),

[un
w

5
ES

(I +2) M1y + (14 2) Mg o)+ 3(1 + )My 1)

Jun

3

5
kS

2M2,1) + 2M12) + 6M(11,1),

[un
w

5
kS

2Mg,1) + 2M12) + 6M(11,1),

[

SLOSRCO00

w
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Wy al 1 s | =My +3(1+2) My,
2

Woal 1 s | =(1+2)Meg 1)+ (1+2) Mg o)+ 3(1 + 2) M 1,1y,
2

Woal 1 s | =(1+2) Mgy +3(1+ )M 11

B.3 Programmes

Nous présentons maintenant le code C++ programmant ’algebre de Hopf Hp. Ce travail
a été effectué en collaboration avec Jean Fromentin. Les programmes suivants permettent de
construire les digrammes de dissection, de construire son algébre symétrique, de calculer le
coproduit d’un élément de l’algebre, de déterminer une base des éléments primitifs de degré
n < 15 fixé. Pour ces programmes, le parametre x de ’algebre de Hopf est codé comme un entier
et peut prendre les valeurs de l'intervalle [-23!,231 — 1].

#ifndef DIAGRAM_HPP
#define DIAGRAM_HPP

#include <cstdint>

#include <cassert>

#include <iostream>
#include <initializer_list>
#include <map>

#include <vector>

#include <algorithm>
#include

using namespace std;

typedef uint8_t uint8;
typedef uint32_t uint32;
typedef uint64_t uint64;

typedef intl6_t intl6;

/KA K K K KK KK K KK KK KK K KK K K

//*% Early declarations *
/) KA KK K KK KK KKK KK KK KKK KK

struct DiagramCoproductData;
class DiagramTensor;
class DiagramTensorVector;

/) KA KKK KK KK KKK KK KK KKK KK

//* Class declarations x*
/K K ke KK KK K K O KK K K O K K K K

// Chord
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class Chord{
public:
uint8 mi,ma,d;
uint8& min () ;
uint8& max () ;
uint8& src();
uint8& tar();
uint8 src() const;
uint8 tar () const;
uint8& dir ();
Chord () ;
Chord(uint8 s,uint8 t);
bool operator<(const Chord&C)
};

const;

class Data{
public:
uniond
uint8 array[8];
uint64 hash;
};
int get(int i) const;
void set(int i,int v);

};

class Diagram:public Dataf{
private:
// Compute partial

left term n of coproduct term c

// n is the number of the treated chord

static void compute_partial_left_term(int n,DiagramCoproductData&

data) ;

// Compute right term of coproduct term c
static void compute_right_term(DiagramCoproductData& data);

// Compute DiagramTensor from a DiagramCoproductData
static void compute_tensor (DiagramCoproductData& data);

// Reorient chord of the right diagram given by C
static void reorient (DiagramCoproductData& data);

// Sort chords C of coproduct term c

static void sort_chords(DiagramCoproductData& data);

public:

// Make the unique diagram of degree O

Diagram() ;

// Make a diagram from a list of integers
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Diagram(const initializer_list<int>& 1);

// Clear diagram
void clear();

// Compute term c¢ of the coproduct
void compute_coproduct_term(DiagramCoproductData& data,int c) const;

// Return the coproduct of the diagram
DiagramTensorVector coproduct() const;

// Return the degree of the diagram
int degree() const;

// Test 4if the diagram is a path tree
bool is_path_tree() const;

// Set the degree of the diagram
void set_degree (int d);

// Set the target of wvertex i in [1,degree]
void set_target(int i,int t);

// Return the target of wertez % 4n [1,degree]
int target(int i) const;

bool operator<(const Diagram& D) const;
bool operator==(const Diagram& D) const;
bool operator!=(const Diagram& D) const;

};

ostream& operator<<(ostream& os,const Diagram& D);

class DiagramProduct:public vector<Diagram>{
public:
DiagramProduct () ;
DiagramProduct (const Diagram& D) ;
DiagramTensorVector coproduct() const;
void multiply_by(const Diagramé& D);
void multiply_by(const DiagramProduct& P);
bool operator<(const DiagramProduct& P) const;

};

ostream& operator<<(ostream& os,const DiagramProduct& P);

class DiagramTensor{
private:
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DiagramProduct 1,r;
public:

DiagramTensor () ;

void clear();

DiagramProduct& left();

const DiagramProduct& left () const;

DiagramProduct& right ();

const DiagramProduct& right() const;

bool operator<(const DiagramTensor& T) const;

friend void multiply(DiagramTensor& R,const DiagramTensor& T1,const
DiagramTensor& T2);

};

void multiply(DiagramTensor& R,const DiagramTensor& T1,const DiagramTensoré&
T2);
ostream& operator<<(ostream& os,const DiagramTensor& T);

struct DiagramCoproductData{
Chord C[16];
Chord C2[16];
Chord Cbar[16];
Data side;
char info[16];
DiagramTensor tensor;
uint8 degree,n_c,n_cbar ,power ,n_left;

};

class Polynom{
public:
fmpz_poly_t p;
Polynom() ;
Polynom(int d); //create z7d
Polynom(const Polynom&) ;
void clear () ;
void operator+=(const Polynom& P);

};
void multiply(Polynom& R,const Polynom& P,const Polynom& Q);

ostream& operator<<(ostream& os,const Polynom& P);

class DiagramProductVector:public map<DiagramProduct ,Polynom>{
public:

DiagramProductVector () ;

void add(const Polynom& P,const DiagramProduct& T);
};
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ostream& operator<<(ostream& os,const DiagramProductVector& V);

class DiagramTensorVector:public map<DiagramTensor ,Polynom>{
public:

DiagramTensorVector () ;

void add(const Polynom& P,const DiagramTensor& T);

};

void multiply(DiagramTensorVector& R,const DiagramTensorVector& V1,const
DiagramTensorVector& V2);
ostream& operator<<(ostream& os,const DiagramTensorVector& V);

[/ K KA KK KA KK KA K KKK
//* Inline definitions *
/K KK K K KK KK K KK KK KK K KK KK

inline
Chord::Chord (){
}

inline

Chord::Chord(uint8 s,uint8 t){
mi=std::min(s,t);
ma=std::max(s,t);
d=(s==mi)?1:-1;

inline uint8%&
Chord::min () {
return mi;

inline uint8¢&
Chord::max () {
return ma;

inline uint8%&
Chord::src(){
return (d==1)?mi:ma;

inline uint8%&
Chord::tar (){
return (d==1)?ma:mi;

inline uint8
Chord::src() const{
return (d==1)7mi:ma;
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inline uint8
Chord::tar () const{
return (d==1)7ma:mi;

}

inline bool

Chord::operator<(const Chord& C) const{
if (ma==C.ma) return mi>C.mi;
else return ma<C.ma;

inline ostream& operator<<(ostream& os,const Chord& c){
return os<<(int)c.src()<<"->"<<(int)c.tar();

}

inline

Diagram::Diagram () {
hash=0;

}

inline void

Diagram::clear (){
hash=0;

}

inline int

Diagram::degree () const{
return get (0);

}

inline int

Diagram::target (int i) const{
assert (0<i and i<16);
return get(i);

}

inline void

Diagram::set_degree (int d){
set (0,d);

}

inline void

Diagram::set_target (int i,int t){
assert (0<=i and i<16 and 0<=t and t<16);
set(i,t);

inline bool
Diagram::operator<(const Diagram& D) const{
return hash<D.hash;

}
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inline bool
Diagram::operator==(const Diagram& D) const{
return hash==D.hash;

}

inline bool
Diagram::operator !=(const Diagram& D) const{
return hash!=D.hash;

}

inline DiagramProduct::DiagramProduct (){

}

inline DiagramProduct::DiagramProduct (const Diagram &D){
push_back (D) ;
}

inline void

DiagramProduct::multiply_by(const Diagram &D){
auto it=upper_bound(begin(),end(),D);
insert (it ,D) ;

inline DiagramProduct&
DiagramTensor::left (){
return 1;

}

inline const DiagramProduct&
DiagramTensor::left () const{
return 1;

}

inline DiagramProducté&
DiagramTensor::right (){
return r;

}

inline const DiagramProducté&
DiagramTensor::right () const{
return r;

}
inline
DiagramTensor::DiagramTensor () {

clear () ;

}

inline void
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DiagramTensor::clear (){
l.clear ();
r.clear ();

}

inline bool
DiagramTensor::operator<(const DiagramTensor& T) const{
if (1<T.1) return true;
if (T.1<1) return false;
if (r<T.r) return true;
return false;

}

inline
DiagramTensorVector::DiagramTensorVector (){

}

inline
DiagramProductVector::DiagramProductVector (){

}

inline

Polynom::Polynom () {
fmpz_poly_init (p);
fmpz_poly_zero(p);

}

inline

Polynom::Polynom(int d){
fmpz_poly_init (p);
fmpz_poly_zero(p);
fmpz_poly_set_coeff_si(p,d,1);

}

inline

Polynom::Polynom(const Polynom& P){
fmpz_poly_init (p);
fmpz_poly_set(p,P.p);

}

inline void

Polynom::clear (){
fmpz_poly_zero(p);

}
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inline void

Polynom::operator+=(const Polynom& P){
fmpz_poly_add(p,p,P.p);

}

inline void

multiply (Polynom& R,const Polynom& P,const Polynom& Q){
fmpz_poly_mul(R.p,P.p,Q.p);

}

#endif

#include "diagram.hpp"

/) KK Kk K K

//* Data *
[/ KKK KKK KK

int Data::get(int i) const{
if (i<8) return array[i]&0xOF;
return array[i-8]>>4;

}

void Data::set(int i,int v){
uint8 c=array[i%8];
if (i<8){
c&=0xF0;
c+=v;

}

else{
c&=0x0F;
c+=(v<<4);

}

array [i%8]=c;

}

[/ Kk K KK KK K K
//* Diagram *
[/ K Kk KK KK KK K K

Diagram::Diagram(const initializer_list<int>& 1){
int d=(int)l.size();




168

ANNEXE B. Compléments sur le chapitre

assert (d<16) ;

set_degree (d);

int s=0;

for(initializer_list<int>::iterator it=l.begin();it!=1l.end () ;++it){
int t=xit;
assert (0<=t and t<=d);
set_target (++s,t);

}

void
Diagram::compute_coproduct_term(DiagramCoproductData& data,int c) const{
data.n_c=0;
data.n_cbar=0;
data.tensor.clear () ;
for(int i=1;i<=data.degree;++i){
Chord chord(i,target(i));
if (c&(1<<(i-1))) data.C[data.n_c++]=chord;
else data.Cbar[data.n_cbar++]=chord;
}
sort_chords (data) ;
// Determine polygon stides
data.side.hash=0x1111111111111111*data.n_c; //set all entries to n_c
for(int i=0;i<data.n_c;++i){
int minc=data.C[i].mi;
int maxc=data.C[i].ma;
for(int v=minc;v<maxc;++v){
if (data.side.get(v)==data.n_c) data.side.set(v,i);
}
}
// Compute right diagram
compute_right_term(data);
//Compute left diagrams
data.n_left=0;
for(int i=0;i<data.degree;++i) data.info[il=-1;
for (int n=0;n<=data.n_c;++n){
compute_partial_left_term(n,data);

}

void Diagram::compute_partial_left_term(int n,DiagramCoproductData& data){
Diagram D;
D.set_degree(data.n_cbar) ;
int d=0;
if (n==data.n_c){
for(int i=0;i<data.n_cbar;++i){
if (data.info[i]==-1){
++d;
D.set_target (data.Cbar[i].src () ,data.Cbar[i].tar());
}
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}
if (d'=0){
D.set_degree(d);
data.tensor.left () .multiply_by(D);
}
return;
}
Chord& c=data.C[n];
int cmi=c.mi;
int cma=c.ma;
int l=c.ma-c.mi;
for(int i=0;i<data.n_cbar;++i){
if (data.info[il==-1){
int mi=data.Cbar[i].mi;
int ma=data.Cbar[i].ma;
if (data.info[i]l==-1 and mi>=cmi and ma>=cmi and mi<=cma and ma<=cma){
++d;
data.Cbar[i] .mi-=cmi;
if (data.Cbar[i] .ma==cma) {
data.Cbar[i] .ma=0;
swap (data.Cbar [i] .mi,data.Cbar[i].ma);
data.Cbar[i].d*x=-1;
}
else{
data.Cbar[i] .ma-=cmi;
}
data.info[i]l=n;
D.set_target (data.Cbar[i].src() ,data.Cbar[i].tar());

}
else{
if (data.Cbar[i] .mi>=cma) data.Cbar[i].mi-=1;
if (data.Cbar[i] .ma>=cma) data.Cbar[i].ma-=1;
}

}

}

for(int i=0;i<data.n_c;++i){
if (data.C[i] .mi>=cma) data.C[i].mi-=1;
if (data.C[i].ma>=cma) data.C[i].ma-=1;

}
if (d!1=0){
D.set_degree(d);
data.tensor.left () .multiply_by(D);
}
return;
}
/) m T T T -

void
Diagram::compute_right_term(DiagramCoproductData& data){
data.power=0;
if (data.n_c==0) return;
int flag=0;
char image [16];
for(int i=0;i<=data.degree;++i){
image [i]=__builtin_popcount (flag);
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flag|=(1L<<data.side.get(i));
}
for(int i=0;i<data.n_c;++i){
data.C2[i] .mi=image[data.C[i].mi];
data.C2[i] .ma=image [data.C[i].mal;
data.C2[i] .d=data.C[i].d;
if (data.C2[i] .ma==data.n_c+1) data.C2[i].ma=0;
//Reorient diagram
reorient (data) ;
Diagram D;
D.set_degree(data.n_c);
for(int i=0;i<data.n_c;++i){
D.set_target (data.C2[i].src(),data.C2[i].tar());
}
data.tensor.right () .multiply_by(D);

DiagramTensorVector
Diagram::coproduct () const{
DiagramTensorVector result;
DiagramCoproductData data;
data.degree=degree () ;
int clim=(1<<data.degree) ;
for(int c=0;c<clim;++c){
compute_coproduct_term(data,c);
result.add(Polynom(data.power) ,data.tensor);

}

return result;
}
Y ity
// bool Diagram::is_path_tree ()
Y e
bool

Diagram::is_path_tree() const{
int d=degree();
for(int i=1;i<d;++i){
if (target (i) !=i+1) return false;
}
if (d>0) return target(d)==0;
return true;

void
Diagram::reorient (DiagramCoproductData& data){
char info_vertex[16]={1,0,0,0,0,0,0,0%};
char info_chord[16]={0,0,0,0,0,0,0,0};
int nv=1; //number of visited vertez
int c=5;
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while (c>0){
-—c;
for(int i=0;i<=data.n_c;++i){
//Look for an unezplored vertex
if (info_vertex[i]l==1){
//Look for a chord j->i with wvertez j unvisited
for(int k=0;k<data.n_c;++k){
if (info_chord[k]==0 and data.C2[k].tar()==1i){
info_chord[k]=1;
info_vertex[data.C2[k].src()]1=1;
++nv;
}
¥
info_vertex[il]l=2; // wvertexz < is now ezplored
}
¥

if (nv>data.n_c) break; //Ezploration ts done

//There 1is unvisited vertices by an ezploration from root
//Look for chord i->7 with vertex % vistted and verter j unvisited
for (int k=0;k<data.n_c;++k){
if (info_chord[k]==0 and info_vertex[data.C2[k].src()]1>0){
info_vertex[data.C2[k].src()]1=1; //force future ezploration
++data.power;
data.C2[k].d*=-1; //change orientation
}

void
Diagram::sort_chords(DiagramCoproductData& data){
for(int i=0;i<data.n_c-1;++i){
for (int j=i+1l;j<data.n_c;++j){
if (data.C[jl<data.C[i]){
swap (data.C[i],data.C[j]);
}
}

/K KA KK K K K K KK KK K K O K

//* DiagramProduct *
/) K KA KK K KK KK KK KK KKK

bool
DiagramProduct::operator<(const DiagramProduct& P) const{
if(size () !'=P.size()) return size()<P.size();
for(int i=0;i<size () ;++i){
if(at(i)<P[i]) return true;
if(P[i]l<at(i)) return false;
}

return false;
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DiagramTensorVector
DiagramProduct::coproduct () const{
if (empty (O){
DiagramTensorVector V;
Polynom P (0);
V.add(P,DiagramTensor ());
return V;
}
DiagramTensorVector V=front ().coproduct();
for(int i=1;i<size () ;++i){
DiagramTensorVector W;
multiply (W,V,at(i).coproduct());
V.swap(W);
}

return V;

[/ KA KKK KKK KK KK KKK

//* DiagramTensor *
[/ Kk KK K K ke K KK KK O K K

void
DiagramProduct::multiply_by (const DiagramProduct &D){
for(auto i=0;i<D.size () ;++i){
multiply_by(D[i]);
}

/) KA K K KK KR KK KKK KK KK KKK KK

//* DiagramProductVector *
/) KA K K ke K ke KK K K K K O KK K K O K K K K

void
DiagramProductVector::add(const Polynom& P,const DiagramProduct& T){
auto it=find (T);
if (it==end()){ // T not yet present
emplace (T,P);
3
else{
it->second+=P;

/KA KA ke KK KK K K K KK KK K K K KK K

//* DiagramTensorVector *
[/ KKK K K KR KKK KK KK KK K KK KK K

void
DiagramTensorVector::add(const Polynom& P,const DiagramTensor& T){
auto it=find (T);
if (it==end ()){ // T not yet present
emplace (T,P);
}
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else{
it->second+=P;

[/ K KA KK K KK K KKK KK KK KK KK

//*% Display functions *
/[ KKK KKK KKK KK K K

ostream& operator<<(ostream& os,const Diagram& D){
int d=D.degree();
if (d==0) return os<<"()";
0s<<’(’<<D.target (1);
for(int i=2;i<=d;++i) os<<’,’<<D.target(i);
return os<<’)’;

ostream& operator<<(ostream& os,const DiagramProduct& P){
if (P.empty()) return os<<’1’;
for (auto i=0;i<P.size() ;++i) os<<P[i];
return os;

ostream& operator<<(ostream& os,const DiagramTensor& T){
return 0s<<"\033[31m"<<T.left ()<<"\033[36m\u2297\033[34m"<<T.right ()<<"

\033[0Om";
}
/S m e -
// ostreamé operator<<(ostream& os,const Polynomé& P)
Y

ostream& operator<<(ostream& os,const Polynom& P){
fmpz_poly_print_pretty(P.p,"x"
return os;

ostream& operator<<(ostream& os,const DiagramProductVector& V){
if (V.empty()) return os<<’0’;
auto it=V.begin();
os<<it->second<<’.’<<it->first;
for (++it;it!=V.end () ;++it){
0s<<’+’<<Kit->second<<’.’<<Kit->first;
}

return os;
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ostream& operator<<(ostream& os,const DiagramTensorVector& V){
if (V.empty()) return os<<’0’;
auto it=V.begin();
os<<it->second<<’.’<<it->first;
for (++it;it!=V.end () ;++it){
0s<<’+’<<Kit->second<<’.’'<K<Kit->first;
}

return os;

// wvoid multiply(DiagramTensoré& R,const DiagramTensoré& T1,const DiagramTensor
& T2)

void
multiply (DiagramTensor& R,const DiagramTensor& T1,const DiagramTensor& T2){
R.left O=T1l.left ();
R.left () .multiply_by(T2.left ());
R.right O=T1.right O);
R.right () .multiply_by(T2.right ());
}

// wvoid multiply (DiagramTensorVectoré, const DiagramTensorVector®, const
DiagramTensorVectoré)

void
multiply (DiagramTensorVector& R,const DiagramTensorVector& V1,const
DiagramTensorVector& V2){
R.clear () ;
DiagramTensor T;
Polynom P;
for (auto it1=Vi.begin();it1!=Vi.end () ;++it1){
for(auto it2=V2.begin();it2!=V2.end () ;++it2){
multiply (T,itl1->first,it2->first);
multiply(P,itl->second,it2->second) ;
R.add(P,T);
}

#ifndef GENERATION_HPP
#define GENERATION_HPP

#include <set>
#include "diagram.hpp"

using namespace std;
template<class T> ostream& operator<<(ostream& os,const set<T>& v);

class DiagramGenerator{
private:
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int dmax;
set<Diagram>* diagrams;
void generate_diagrams (int 1i);
public:
DiagramGenerator (int d=0);
int degree_max() const;
const set<Diagram>& operator [](int i) const;
friend ostream& operator<<(ostream& os,const DiagramGenerator& DG);

};

class DiagramProductGenerator{
private:
const DiagramGenerator& DG;
int dmax;
set<DiagramProduct >* products;
void generate_products (int i);
public:
DiagramProductGenerator (const DiagramGenerator& DG,int d=0);
const set<DiagramProduct >& operator [](int i) const;
friend ostream& operator<<(ostream& os,const DiagramProductGenerator& DG);

};

inline

DiagramGenerator::DiagramGenerator (int d){
dmax=d;
diagrams=new set<Diagram>[d+1];
diagrams [0] . insert (Diagram());
for(int i=1;i<=d;++i) generate_diagrams(i);

inline int
DiagramGenerator::degree_max () const{
return dmax;

}

inline const set<Diagram>&
DiagramGenerator::operator [](int i) const{
return diagrams/[i];

}

inline
DiagramProductGenerator::DiagramProductGenerator (const DiagramGenerator& _DG,
int d):DG(_DG){
assert (d<=DG.degree_max ());
dmax=d;
products=new set<DiagramProduct>[d+1];
products [0] . insert (DiagramProduct ());
for(int i=1;i<=d;++i) generate_products(i);

inline const set<DiagramProduct >&
DiagramProductGenerator::operator [](int i) const{
return products[i];

}

template<class T>
inline ostreamé&
operator<<(ostream& os,const set<T>& v){
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if (v.empty()) return os<< ;
auto it=v.begin();
os<< <<*it;
for (++it;it!=v.end () ;++it){
os<< <<*xit;
}
return os<< ;
}
#endif

#include

void
DiagramGenerator::generate_diagrams (int n){
Diagram D;
for(int n1=0;ni<n;++n1){
for(auto itl=diagrams[ni].begin();itl!=diagrams[ni].end () ;++it1){
int rho=nl1+1;
D=xitl;
D.set_degree(n);
D.set_target (rho,0);
for(int i=1;i<=n1;++i){
if(D.target (i)==0) D.set_target(i,rho);
}
for(int n2=0;n2<n-nil;++n2){
for(auto it2=diagrams[n2].begin();it2!=diagrams[n2].end () ;++it2){
Diagram D2=%xit2;
for(int i=1;i<=n2;++i){
D.set_target (rho+i,rho+D2.target (i));
}
int n3=n-1-n1-n2;
for(auto it3=diagrams[n3].begin();it3!=diagrams[n3].end () ;++it3){
Diagram D3=*xit3;
for(int i=1;i<=n3;++i){
int t=D3.target (i);
if (t==0) D.set_target (rho+n2+i,0);
else D.set_target (rho+n2+i,rho+n2+t);
}

diagrams [n].insert (D) ;

void
DiagramProductGenerator::generate_products (int n){
DiagramProduct P;
for(int i=0;i<=n;++i){
auto V=DGI[i];
auto W=products[n-il;
for(auto itl=W.begin();itl!=W.end () ;++it1){
for(auto it2=V.begin();it2!=V.end () ;++it2){
P=*xitl;
P.multiply_by (*¥it2);
products [n].insert (P);
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ostream& operator<<(ostream& os,const DiagramGenerator& DG){
0s<<’[’<<DG.diagrams [0].size();
for(int d=1;d<=DG.dmax ;++d){
0S<<’,’<<DG.diagrams [d].size ();
}

return os<<’]’;

ostream& operator<<(ostream& os,const DiagramProductGenerator& DG){
05<<’ [’<<DG.products [0].size();
for (int d=1;d<=DG.dmax;++d){
08<<’,’<<DG.products[d].size ();
}
return os<<’]’;

}

#ifndef LINEAR_ALGEBRA_HPP
#define LINEAR_ALGEBRA_HPP

#include "generation.hpp"
#include "fmpz_poly_mat.h"

class Basis{

public:
map<DiagramTensor ,int> index_tensor;

public:
Basis (const DiagramProductGenerator& PG,int d);
int get_index(const DiagramTensor& T) const;

};

void kernel (int 4d);
void kermnel(int d,int x);

inline int
Basis::get_index(const DiagramTensor& T) const{
return index_tensor.at(T);

}

#endif

#include "linear_algebra.hpp"

Basis::Basis (const DiagramProductGenerator& PG, int d){
int index=0;
for(int d1=0;dl<=d;++dl){
const set<DiagramProduct>& SL=PG[dl];
const set<DiagramProduct>& SR=PG[d-dl];
for (auto itl=SL.begin();itl!=SL.end () ;++itl){
for (auto itr=SR.begin();itr!=SR.end () ;++itr){
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DiagramTensor T;

T.left (O=xitl;

T.right () =*itr;

if (not T.left().empty() and not T.right().empty()){
index_tensor [T]=index;
++index;

void kernel (int d){
cout<<"Compute kernel for degree "<<d<<endl;
fmpz_poly_mat_t K,M;
DiagramGenerator D(d);
DiagramProductGenerator DP(D,d);
Basis basis (DP,d);
const set<DiagramProduct >& S=DP[d];
fmpz_poly_mat_init(M,basis.index_tensor.size(),S.size());
fmpz_poly_mat_init(K,S.size(),S.size());

int c¢=0;

cout<<"Number of products : "<<S.size()<<endl;

cout<<"Number of tensor : "<<basis.index_tensor.size()<<endl;
cout<<"Computing matrix ... "<<endl;

for(auto it=S.begin();it!=S.end () ;++it){
const DiagramProduct& P=x*it;
DiagramTensorVector V=P.coproduct();
for(auto itv=V.begin();itv!=V.end () ;++itv){
const DiagramTensor& T=itv->first;
if (not T.left().empty() and not T.right().empty()){
const Polynom& p=itv->second;
int r=basis.get_index(T);
fmpz_poly_set (fmpz_poly_mat_entry(M,r,c),p.p);
}
}
++cC;
}

cout<<"Computing kernel ...'"<<endl;

int ker_dim=fmpz_poly_mat_nullspace (K,M);
cout<<"Kernel dimension : "<<ker_dim<<endl;
Polynom coeff;
slong dmax=0;
for(int i=0;i<ker_dim;++i){
cout <<endl<K<'"==========> Vector "<<Ki<<" <=============="<<endl;
//Compute gcd
int j=0;
Polynom gcd;
for (auto it=S.begin();it!=S.end () ;++it){

fmpz_poly_set(coeff.p,fmpz_poly_mat_entry(K,j,i));
fmpz_poly_gcd(gcd.p,gcd.p,coeff.p);
++3;

}

//Compute wvector

DiagramProductVector V;
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3=0;
for (auto it=S.begin();it!=S.end () ;++it){

fmpz_poly_set (coeff.p,fmpz_poly_mat_entry(K,j,1i));
fmpz_poly_div(coeff.p,coeff.p,gcd.p);
if (not fmpz_poly_is_zero(coeff.p)){
V.add(coeff ,*xit) ;
dmax=max (dmax , fmpz_poly_degree (coeff .p));
}

++3;

void kernel(int d,int x){
cout<<"Compute kernel for degree "<<d<<endl;
fmpz_mat_t K,M;
fmpz_t X;
fmpz_init (X);
fmpz_set_si(X,x);
DiagramGenerator D(d);
DiagramProductGenerator DP(D,d);
Basis basis (DP,d);
const set<DiagramProduct>& S=DP[d];
fmpz_mat_init (M, basis.index_tensor.size(),S.size());
fmpz_mat_init(K,S.size(),S.size());

int c¢=0;

cout <<"Number of products : "<<S.size()<<endl;

cout<<"Number of tensor : "<<basis.index_tensor.size()<<endl;
cout<<"Evaluate for x = "<<x<<endl;

for(auto it=S.begin();it!=S.end () ;++it){
const DiagramProduct& P=xit;
DiagramTensorVector V=P.coproduct () ;
for (auto itv=V.begin();itv!=V.end () ;++itv){
const DiagramTensor& T=itv->first;
if (not T.left().empty() and mnot T.right().empty ()){
const Polynom& p=itv->second;
int r=basis.get_index(T);
fmpz_poly_evaluate_fmpz (fmpz_mat_entry(M,r,c),p.p,X);

}
}
++cC;
}
int ker_dim=fmpz_mat_nullspace(XK,M);
cout<<"Kernel dimension : "<<ker_dim<<endl;

fmpz_t coeff;

fmpz_init (coeff);

cout <<endl;

for(int i=0;i<ker_dim;++i){

cout<<"======> Vector "<<i<<" <========"<<endl;
//Compute gcd

fmpz_t gcd;

fmpz_init_set_ui(gcd,0);

int j=0;

for (auto it=S.begin();it!=S.end () ;++it){
fmpz_set (coeff ,fmpz_mat_entry(K,j,i));

fmpz_gcd(gcd,gecd,coeff);
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++j;
}
fmpz_print (gcd);
cout <<endl;
DiagramProductVector V;
j=0;
for (auto it=S.begin();it!=S.end () ;++it){
fmpz_set (coeff ,fmpz_mat_entry(K,j,i));
if (not fmpz_is_zero(coeff)){
Polynom p;
fmpz_divexact (coeff ,coeff,gcd);
fmpz_poly_set_coeff_fmpz(p.p,0,coeff);
V.add(p,*it);
}
++3;

}
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Deux exemples d’algebres de Hopf d’extraction-contraction: mots tassés et diagrammes de
dissection

Résumé

Ce manuscrit est consacré & I’étude de la combinatoire de deux algebres de Hopf d’extraction-contraction.
La premiere est ’algebre de Hopf de mots tassés WMat introduite par Duchamp, Hoang-Nghia et Tanasa
dont l'objectif était la construction d’un modele de coproduit d’extraction-contraction pour les mots
tassés. Nous explicitons certains sous-objets ou objets quotients ainsi que des applications vers d’autres
algebres de Hopf. Ainsi, nous considérons une algébre de permutations dont le dual gradué possede
un coproduit de déconcaténation par blocs et un produit de double battage décalé. Le double battage
engendre la commutativité de ’algebre qui est donc distincte de celle de Malvenuto et Reutenauer. Nous
introduisons également une algebre de Hopf engendrée par les mots tassés de la forme x; ... x1. Elle est
isomorphe a 'algebre de Hopf des fonctions symétriques non commutatives. Son dual gradué est donc
isomorphe a l’algebre de Hopf des fonctions quasi-symétriques. Nous considérons également une algebre
de Hopf de compositions et donnons son interprétation en termes de coproduit semi-direct d’algebres de
Hopf.

Le deuxieme objet d’étude est ’algebre de Hopf de diagrammes de dissection Hp introduite par Dupont
en théorie des nombres. Nous cherchons des éléments de réponse concernant la nature de sa cogebre
sous-jacente. Est-elle colibre ? La dimension des éléments primitifs de degré 3 ne permet pas de conclure.
Le cas du degré 5 permet d’établir la non-coliberté dans le cas ou le parametre de Hp vaut —1. Nous
étudions également la structure pré-Lie du dual gradué 7—[%. Nous réduisons le champ de recherche a
la sous-algebre pré-Lie non triviale engendrée par le diagramme de dissection de degré 1. Cette algebre
pré-Lie n’est pas libre.

Mots clés : Algebres de Hopf combinatoires, permutations, mots tassés, produit de battage, coproduit
semi-direct, fonctions quasi-symétriques, diagrammes de dissection, coliberté, algebres pré-Lie, al-
gebres enveloppantes

Two examples of Hopf algebras with a selection-quotient coproduct: packed words and
dissection diagrams

Abstract

This thesis deals with the study of combinatorics of two Hopf algebras. The first one is the packed
words Hopf algebra WMat introduced by Duchamp, Hoang-Nghia, and Tanasa who wanted to build a
coalgebra model for packed words by using a selection-quotient process. We describe certain sub-objects or
quotient objects as well as maps to other Hopf algebras. We consider first a Hopf algebra of permutations.
Its graded dual has a block deconcatenation coproduct and double shuffle product. The double shuffle
product is commutative so the Hopf algebra is different from the Malvenuto and Reutenauer one. We
analyse then the Hopf algebra generated by packed words looking like 7 ...xz;. This Hopf algebra and
non commutative symmetric functions are isomorphic. So its graded dual and quasi-symmetric functions
are isomorphic too. Finally we consider a Hopf algebra of compositions an give its interpretation in terms
of a semi-direct coproduct structure.

The second object we study is the Hopf algebra of dissection diagrams Hp introduced by Dupont in
number theory. We study the cofreedom problem. We can’t conclude with homogenous primitive elements
of degree 3. With the degree 5 case, we can say that Hp is not cofree with the parameter —1. We study
the pre-Lie algebra structure of Hp’s graded dual too. We consider in particular the sub-pre-Lie algebra
generated by the dissection diagram of degree 1. It is not a free pre-Lie algebra.

Keywords: Combinatorial Hopf algebras, permutations, packed words, shuffle product, semi-direct co-
product, quasi-symmetric functions, dissection diagrams, cofreedom, pre-Lie algebras, enveloping
algebras

Laboratoire de Mathématiques Pures et Appliquées Joseph Liouville
Maison de la Recherche Blaise Pascal — 50, rue Ferdinand Buisson — CS 80699 — 62228
Calais Cedex — France



	Résumé
	Remerciements
	Sommaire
	Introduction
	1 Algèbres de Hopf combinatoires
	1.1 Définition d'une algèbre de Hopf
	1.1.1 Algèbres et cogèbres
	1.1.2 Bigèbres et Algèbres de Hopf
	1.1.3 Algèbre enveloppante, théorème de Cartier-Quillen-Milnor-Moore

	1.2 Quelques algèbres de Hopf classiques
	1.2.1 Algèbre de Hopf commutative de Connes1999
	1.2.2 Fonctions quasi-symétriques, fonctions symétriques et fonctions symétriques non commutatives

	1.3 Procédé de Aguiar2006

	2 Etude de l'algèbre de Hopf de mots tassés WMat
	2.1 Algèbre de Hopf des mots tassés
	2.1.1 Algèbre de Hopf WMat
	2.1.2 Algèbre de Hopf duale WMat

	2.2 Quelques algèbres de Hopf associées
	2.2.1 Algèbre de Hopf de permutations
	2.2.2 Algèbre de Hopf quotient des mots tassés stricts croissants
	2.2.3 Algèbre de Hopf des compositions étendues

	2.3 Morphismes à valeur dans QSym
	2.3.1 Isomorphisme entre ISPW et QSym, isomorphisme entre ISPW et NSym
	2.3.2 Quelques morphismes de WMat dans QSym


	3 Etude de l'algèbre de Hopf des diagrammes de dissection
	3.1 Algèbre de Hopf des diagrammes de dissection
	3.1.1 Rappels
	3.1.2 Echelles et corolles: deux sous-algèbres de Hopf de HD
	3.1.3 Etude de la coliberté de HD; éléments primitifs de degré inférieur à 3
	3.1.4 Calcul de l'antipode

	3.2 Diagrammes de dissection et arbres enracinés
	3.2.1 Algèbres pré-Lie et théorème de structure de Oudom2008
	3.2.2 Algèbres de Hopf d'arbres enracinés
	3.2.3 Algèbre de Hopf duale des diagrammes de dissection
	3.2.4 Définition d'un morphisme d'algèbres de Hopf de HGL vers HD

	3.3 Morphismes de HD dans QSym
	3.3.1 Premier choix de 
	3.3.2 Deuxième choix de 


	Bibliographie
	A Compléments sur le chapitre 2
	A.1 Valeur du coproduit de WMat pour les mots tassés de degré inférieur ou égal à 3
	A.2 Valeur du morphisme 3 pour les mots tassés de degré inférieur ou égal à 4
	A.3 Valeur du morphisme 4 pour quelques mots de degré 5
	A.4 Programmes
	A.4.1 Produit de battage de deux mots, de deux sommes de mots et produit de battage itéré
	A.4.2 Construction des mots tassés stricts et des mots tassés
	A.4.3 Produit de l'algèbre de Hopf WMat
	A.4.4 Image par 5* de M* avec =(1,…,k)n


	B Compléments sur le chapitre 3
	B.1 Valeur du coproduit de HD pour les éléments de degré inférieur ou égal à 3
	B.2 Valeur du morphisme 2,A pour les diagrammes de dissection de degré inférieur ou égal à 3 lorsque A est la suite constante égale à 1
	B.3 Programmes

	Table des matières

